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APPLICAZIONE DI UN CONCETTO NUOVO 

all'analjfii jndetermlnatA aritmetica e algebrica di 3" grado 

con Dna nota snlPeqnazJone di Peli 



Il concetto al qunle si allude ne! titolo del presente lavoro è il 
medesimo che informa la mia nota: di un gruppo cotitìnuo ài trasfor- 
mazioni decomponibili unitamente (*) e l'altra: la radice quadrata di un 
intero e un certo gruppo di irasforiiiazioni; (**) esso del resto verrà ri- 
preso e ampiamente dichiarato in questo scritto, il cui fine è di met- 
tere in luca quanto asserisco nella seconda delle citate mie note: che 
cioè quel concetto ha notabili applicazioni nella teorica delle forme 
quadratiche. 

Il problema principale dell'analisi indeterminata di 2* grado (rap- 
presentazione di un numero mediante una forma quadratica di due 
variabili intere) fu da lungo tempo risoluto, e con differenti metodi.(**") 
Peraltro tali metodi cessano di essere applicabili quando alla condi- 
zione di numero intero si sostituisce quella di polinomio intero rispetto 
R una lettera. Tanto è vero che, mentre l'equazione Pelliana 

è sempre risolubile quando D è un numero intero e positivo, altret- 
tanto non può dirsi quando D è un polinomio. E ammessa anche per 
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2 PEKIOUICU m HATEHATICA. 

dato la risolubilità dell'equazione di Peli, a chi volesse trattare il 
problema algebrico, rimarrebbe pur sempre da supplire al difetto di 

nlniini lìnnnf^t.H nlifì. nvvi nel nftinno Apà numeri. tM^riInnn n miit.niio «i- 



PERIODICO DI MATEMATICA. 



CAPITOLO PRIMO 

(Caso aritmetico) 



I. Siano: D un numero intero e positivo; o) la parte intera della 
sua radice quadrata; r il resto dell'esh-aziono di tale radice. 

Un binomio della forma E + FVD, dove E ed F indicano due 
numeri razionali e positivi, si dirà iperbolico^ se la parte intera del 
quoziente E: F non sarà minore di o) né maggiore di o) -h 1. Quando ciò 
non accade, il binomio si dirà diittico. La ragione di queste denomi- 
nazioni sta in ciò, che quando di un binomio ellittico si conosce il 

determinante 

E» ~ DF* = N, 

si possono assegnare senz'altro due limitazioni pei valori della E e 
della F; mentre nessuna limitazione per la E e per la F può seguire 
dalla semplice conoscenza del determinante di un binomio iperbolico. 
Infatti, se N è positivo, si ha sempre: E>(jì)F; talché il carattere 
ellittico di un binomio a determinante positivo sarà definito dall'unica 
disuguaglianza: E > (o) + 1) F, da cui, e dall'equazione E*— DF*=N: 



^<V2;^TT^' E<(o. + H^ 



N 



Se invece N è negativo, E < (w + 1) F ; e il carattere ellittico si 
tradurrà nell'unica disuguaglianza: E<a)F, dalla quale: 



F< 



f 



— N 



E<(i) 



i 



— N 
r 



Deduzioni di egual natura non sarebbero possibili per binomj iper- 
bolici di noto determinante. 

Un binomio iperbolico od ellittico non muta specie se si moltiplica 
per un fattore razionale qualsiasi, perchè tale moltiplicazione non al- 
tera il rapporto E : F. 

Due binomj con eguale rapporto caratteristico E : F si stimeranno 
equivalenti. Posto E : F = ji, a tutti i binomj il cui rapporto carat- 
teristico è [i corrisponde xm'unica sostituzione 



[-m) 



sulla variabile z. Il rapporto caratteristico |j. è il parametro, al variar 
del quale si passa da una sostituzione a un'altra, e nel medesimo 
tempo da uno ad altro sistema di binomj equivalenti. 



i PERIODICO DI UATEHATICA. 

Un binomio E + FV'D ne ammette infiniti equivalenti e + /'V'D, 
ne* quali e eà f sono numeri interi. 

I binomj iperbolici formano ti» grappo, vale a dire: il prodotto di 
due binomj iperbolici è un binomio iperbolico. Lo stesso è a dirsi delle 
corrispondenti sostituzioni, il gruppo delle quali è inoltre isomorfo 
al gruppo dei binomj. Per la dimostrazione si vedano le già citate 
mie note, dove è altresì dimostrato il teorema: la decomposiziotie di 
un binomio iperbolico in fattori (binomj iperbolici) ha sempre un termine; 
e di più si stabilisce la regola per conoscere il massimo numero di 
fattori iperbolici in cui un dato binomio è decomponibile. Le possibili 
applicazioni dell'uno e dell'altra si vuole qui appresso brevemente 
indicare. 

2. Il ricordato teorema della decomponibilità finita rende intanto 
ammissibile la definizione: Indice di un binomio iperbolico è il massimo 
numero di fattori iperbolici n^ quali esso è decomponibile. At binomj el- 
littici si attribuirà (per convenzione) l'indice zero. 

La regola per determinare l'indice di un binomio, stabilita nella 
mia nota ai Lincei, è la seguente: 

Se r>Lia, l'indice del binomio E + FyD è il minimo valore die bi- 
sogna dare all'esponente k affinchè il prodotto 

(E+Fv'D)(l'D-o)« 

HO» abbia carattere iperbolico. Se invece r <. w, esso i il minimo valore 
che bisogna dare a k affinchè non sia iperbolico il prodotto 

(E + rvD)((ù + l-VD)^. 

Infatti queste regole, ivi dimostrate pei binomj iperbolici, non ces- 
sano evidentemente di sussistere pei binomj ellittici o d'indice zero. 
Se dunque E-i-FVD è un binomio iperbolico d'indice k, l'una o 
l'altra delle espressioni 

(E + Fl'D)(VD-u.)^- 
(E+PVD)(ù. + l-v'D)''-', 

ridotta a forma di binomio irrazionale, apparterrà al gruppo dei bi- 
nomj iperbolici; ma uscirà dal gruppo stesso, tostochè l'esponente 
A' — 1 si muterà in A'. Dico ora che all'uscita diverrà ellittica; che 

(E + F vD) (1 D - ù))" = E, + F. VD 

(mi limito al caso r > u> ; analoga dimostrazione varrebbe per gli altri), 
quest'ultimo sarà un binomio ellittico. 

Basterà provare che tanto £o quanto Fo sodo numeri positivi. E 
poiché nell'ultima eguaglianza il primo membro è positivo, basterà 
dimostrare che è positivo il rapporto EaiFv. Or bene: se si pone 
(E + F \'D) (VD — (o)"-' = E' + F' V D 



PERIODICO DI MATEMATICA. 7 

Sia (x, y) una soluzione dell'equazione 

e sia (a, P) una soluzione qualsiasi dell'equazione Pelliana 
x» _ Dy' = 1. 
Se {x, y) è ellittica o d'indice zero, essa soddisferà evidentemente 
la condizione _ 

ind. (j; + !/ VD)< ^ J '^ ■ (*) 

Vediamo che cosa avverrà se {x, y) è iperbolica. In questo caso 
si consideri il prodotto 

(a. + yyD)(«-pyD)' = « + fVD: 

Mostrerò anzitutto che, dando a z i progressivi valori: 1,2,..., si 
capiterà in un primo valore m al quale corrisponderà un rapporto 
« : B negativo e con la parte intera eguale a ( — u>). Infatti, sommando 
e sottraendo la precedente eguaglianza e la sua coniugata 

(i-ji'D)(. + ?vB)'=«-i,yD, 

ricavando poscia il valore di « : u, viene: 

j + yyC i' .-SVD y , j 

x+jiiD / .-SyU y j 
j:-j1dU+?VD/ 
Col tendere di z all'infinito, questo secondo membro ha per limite 

(-vE), 

perchè il quoziente 

a-piD':a+3vÌ^ 
è minore di 1 ; si avrà dunque: 

Iim.-^=— ti). 

Vi sarà perciò un primo valore di « pel quale la parte intera di w : o 
sarà eguale alla parte intera di { — \D), cioè a ( — tu). Se m è quel 
valore di z, si ponga: 

(A) (x + i/iD)(*-?)D)'-'=p + 9iB. 
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La parte intera di p: q non sarà ( — w) ; sarà bensì ( — u) la parte 
intera del rapporto u : v nel binomio 

Premesso ciò, se il binomio positivo p-\-gÌD non è iperbolico, indi- 
cando con p, q, i moduli o valori assoluti di p e di q, il binomio 

sarà ellittico. Infatti il suo rapporto caratteristico, non potendo dif- 
ferire da p : g se non pel segno, non avrà certamente la parte intera 
eguale ad m; che altrimenti la parte intera di p:q sarebbe ( — cu) 
oppure (0. Ma delje due conseguenze la prima è inamniissibile pel già 
detto; e la seconda perchè si è supposto che p + g i D non sia iper- 
bolico: si avrà dunque, se p-\-q\h non è iperbolico: 

± {^ + y VD) = {« + 1^)— {p ±~q \V), 
con p-\-q\Q ellittico, e conseguentemente: 

Che se p + g>l> è iperbolico, si ponga: 

(p + g^i>){«-?^Dl = » + ^MD=p,-5.VD. 

La parte intera di pi : qi sarà io, perchè quella di « : r era ( — m): 
i binomj _ _ 

P + ?lD, ±(pi + 9i>l>) 

saranno perciò iperbolici, e di piti: 

« + ?iD-p(p + siD)(p, + g,iD), 

dove p indica un certo fattore razionale. L'indice del binomio a + ^iU 
(massimo numero possibile di fattori iperbolici del binomio stesso) 
non può essere minore della somma degl'indici dei due fattori in-a- 
zionali che compariscono nel 2* membro della precedente eguaglianza; 
d'onde le relazioni: 

ind.(a + ?VÌ>l>2ind.(p + ?lD); 
ind. (a + P VÌ>) ^ 2 ind. ± (p, + ?, t D) ; 
valevole la prima, se 

ind. {p-\-q li)) < ind. + (pi + 51 » D); 
e la seconda, se 
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Metla prima ipotesi, la (A) produce: 

{x + y VD) = (a + p VD)"- (p + 5 l'D). 
Nella seconda ipotesi, ponendo in luogo di p-}-q y'D l'equivalente 
prodotto _ _ 

(a + pVD)(p.-?.VD), 
viene ; _ 

i + »VD = (. + PVD)-(p.-{,VD) 
anche: _ _ _ _ _ 

±ix-\-y \>D) = {e: + p VD)" (j>. - 9. l'D). 
Riepilogando le deduzioni relative ai differenti casi, si può dunque 
enunciare il teorema: Se (a, ^] è una soluzione qualunque dell'equazione 
di Peli, tutte le soluzioni dell'equazione 

sono date dalla forinola 

(B) » + y vD - (a + S VDf (x' ± y v'D), (*) 

il secondo vtetnlno della quale va esteso solamente a quelle soluzioni 
particolari (x', y') il cui indice non supera la metà dell'indice della solu- 
zione dell'equazione PelUana. 

E poiché le soluzioni d'indice non superiore a un limite dato si 
sanno trovare, l'equazione x* — T)y* =! N è risoluta. 

6. Si noti il teorema: Tutte le soluzioni dell'equazione 
a;'~Dv*=N 
sono esprimibili mediante una soluzione qualunque dell'equazione Pelliana 
e mediante le soluzioni ellittiche di un sistema finito di equazioni note, 
il numero delle quali è fisso e indipendente da K 

Dicasi infatti t) la parte intera del quoziente 

ind. (g + pyp) 

2 

Si rammenti inoltre che una soluzione {x',y'), se d'indice i, è data 
dalla formola _ 

o dall'altra 

»'+i>'VD=( ^ + !~_!'f )'fa + !>.VD), 
dove per (xn, yo) è da intendere una soluzione ellittica dell'equazione 

a:' ~Dy' = N (—»■)' 
dell'altra 

x'-D/ = N(2«,+ l -,■)'. 



li i toppnMO il doppio •«giis «l 1° munbto, pcrcbi Ie 
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Sostituendo nella (B) e rammentando che t] è il Hmite superiore per 
l'indice delle {t',i/') che ivi compariscono, si ottiene: 

per il caso: r>.at, e _ 

» + !/ l'È - (. + p m (|;±jl^) (a ± y, vB), 

per il caso: r<.iù. E l'una o l'altra di queste formole, da estendersi 
a tutti i valori: 0. 1,2, ...i] della i, e per ciascun valore di i a tutti 
i possibili valori; 0, 1, 2, . . . di k, darà tutte le soluzioni dell'equazione 
proposta, quali soluzioni si vedono cosi espresse per mezzo della so* 
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scuna una volta sola, ancbe quando (x, y') fosse invece soggetta alla 
condizione : 



Gli è che la prima condizione è conseguenza di questa (r. la nota a 
pag. 14); talché nessuna soluzione si potrà perdere qualora per le (x', y) 
si ritengano ad un tempo ambedue le condizioni: 

ind.(x+yvD)<T], 
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è negativo; ed ecco in qual modo: Poiché 

{x + y VD) (VD - 0))' = X. -f- yo vD , 

e inoltre i è l' indice del binomio x + y VD| è evidente che Xa-\-y„yD 
dovrà conaiderarsi come prodotto di un binomio iperbolico X+Yy'D a 
determinante positivo pel fattore VD — tu; che cioè: 

M, + y.VD = (X + YvD)(yD-a)), 
e insieme: 

X Dy. + «ia-. 
Y - a + oij. -"+'■ 
dalla quale; 

a;, ^ (r — u)) yo 
e conseguentemente: 

a:. + </.V'D=i(r-B> + lT)ly.. 

Perciò, seguitando come sopra: 

Il carattere ellittico di i/a, espresso dalla disugnaglianza: xt<(ijija, 
darà inoltre: 

,.<l'SV?r^<yNy=^=. 

Osservando le dne limitazioni superiori ottenute per yo, che sono: 



vty, 



VrJ 



2o) + l-'- y + i+yj) 

8Ì vede che l'accrescimento di i (corrispondente al passaggio da una 
equazione del sistema risolvente ad altra più inoltrata) produce in 
esse effetti contrarj, in quanto fa crescere la prima limitazione e nel 
medesimo tempo diminuire la seconda. Ne avviene che per valori di / 
non molto grandi la limitazione ascendente (che ne' calcoli è la piìi 
incomoda) prevarrà sulla discendente, e divenuta per tal modo inu- 
tile, si potrà abbandonare. Rimarrà l'altra, che però diviene sempre 
meno elevata ed incomoda a mano a mano che i calcoli progredi- 
scono. 

Riflessioni consimili si adattano al caso: r<.ta. Partendo dalla 
formola _ _ _ 

(x' + y' V0) (a, + 1 - VD)' = a:. + y, y'D, 

e ragionando come pel caso: r<:ia, si otterrebbero per y« le limi- 
tazioni: _ _ 

B l/ (2» + l— -)' , WS |'2.(,. + 1-1'D/- 



vtl/^ 



Vnì 



come il lettore può facilmente ritrovare. 
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Per dimostrare che la condizione 

ind. (x + y l'D) < t] 
è conseguenza dell'altra 



3;' + y'VD< VX(«+^1'D), 
si può far ricorso al seguente principio di facile verificazione : di 
due biriomj x + y 'D con egual determinante positivo, maggiore è 
quello che ha minor rapporto caratteristico ; di due binonij con egual 
determinante Negativo, maggiore è quello che ha maggior rapporto 
caratteristico; e reciprocamente. 
Sia pertanto r^u, e supponendo 

si dica ( r indice del binomio x + y VD. Considerando le due espres- 
sioni _ _ _ 

(x + jf- l'D)' (VD - w)-' ; N »■ '- {oi + VD), 
si noti anzitutto che esse sono entrambe iperboliche. Per la seconda 
ciò è evidente; in quanto all^a prima, basta osservare che, essendo i 
l'indice del binomio x' + y' V'Di quello del suo quadrato sarà almeno 2i. 
Dette espressioni hanno inoltre lo stesso determinante negativo 
— N*c"-'; 
dunque, poiché il rapporto caratteristico della 1' è w o maggiore 
di (i>, mentre quello della 2" è appunto ui, la 1* espressione avrà 
maggior rapporto caratteristico e sarà quindi maggiore della 2% ossia: 

(x' + j'Vl))' (VD-q))^^»-'"'^-)-!'^). 
Ma per l' ipotesi : _ _ 

NCa + ^m) > (r+y'V'D)'; 
dunque: _ _ _ 

(=c + & v'D) (VD - o>)"-' > )^-' (o) + vD). 
Qui i membri hanno lo stesso determinante negativo: —r""'; perciò il 
maggiore dei due avrà maggior rapporto caiatteristico. Ma il rap- 
porto caratteristico del 2" membro è w; dunque il rapporto caratte- 
ristico del 1* sarà maggiore di u. Ciò prova che l'espressione 

(« + pVP)(VD-wr-' 
è iperbolica: si avrà dunque, rammentando la regola per la ricerca 
dell'indice, citata al n. 2: _ 

ind. (a-l-S\D)>2(— 1. 



d'onde: ■ . , • 

» = ind. (x H 

Analogo ragionamento pi 

due espressioni: 

(:r' + y'VD)'(o) + l-V'D 

(Continua) 



SUL QUADRANGO 

(E)trcixì e 



1. Sia ABGD un quadrangolo a : 
di UDa sfera(*), e ai indichino, rii . 

con a, b, e, d la misure oir 
CD. DA ("). 

con m. (bc). (td), {da) le mi i 

con I, f le misure degli arci i 

Si consideri inoltre il quRdrilaUi . 

denti, e, presa per unita il raggia 

con a\.buc\,Ai le misure de 

con (fliÈi),(6Kiì,(eid.],(rf,n,ì 

con «,, U le- "lisure delle coi < 

K si convenga anche, par breviti , 

mula è ohiuao fra parentesi quad 

formule clie si deducono da quelli 

fra aì,ì>\, e\, d 

2. Si oagervi subito che si ha 
[1] oi =^2Beala 



08(o.&,) = sen 1 o i 
n i («6) = j' 

si(«6) = J 



Infatti: le [1], (2), (3) sodo evideni 
« semplici considerazioni geometri': 

che 

, .- cosf— cosncosÈ sen' 

cos{o6) = r-~ = 

sena seno 

« sostituire; le (5] « le [6] poi ai 

{■) Si pregi 11 Itttoie di fars U Dgiir. 

(«) Fri gli M-ehl di clrEoIa mMilmo ni 

fonuti di dui uahl di olreolo mujlnio i 
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3. Ciò posta, BÌceome nel quHJraiigolu [liftiiu ABCD ai iiA 

• quindi, per le []|, 

, , , ^ aen' f» + geii' t ft — at«' j « — Bf n' ) d 
' ' " ■AseiiiaMnJÈ + sei. + cwnid) * 

dK cui 

, ^ , coa\U + d)cotHf~d)- con \ (a + b) oa i fn — 61 

«''^■'■*'' = .(.e..ta,.nti + ee..ic.e..^d, ' 

dalle [3] s dalle [6] si avrà faciliiiente 



r *(8«.iia8eM J6 + »enicaeni.(fc< 






_ ^/ [coa t ,„ + t) + co. i ^. + ,f,] [e. i <. - rf, - cua i f. + f.il 
'* ' f 4(aeiiè«9B>.i6 + Be..ie8enW)c<.8lnc..9i6 

B di qui, ponendo 

(7) n+t + c + <i-2., dRcui 18] - a + b +t + d = 2(,- a) , 

• oBservBudo ette 

eoa i (« — (I - 6) = eoa i (. - e - d) , [9] 



« quindi anelia 

4. Dalle [9] e dalla 110]. ponendo 

»=i'ì/co»iaDoaHt~a-b)<MaÌ[»—a-e]coai{t—a-d)Hani{a—a)a<!nì{t—b}atni{t-cìa^a-i[s-d;, 1'^' 
ai ricava facilmente 

[1*] 



H i a wi. i t + seu i . 

mtrf+aeDtfteeiii. 



■■"■»= ..„.„r*r:!'A...,.. — """ 



».. 


idi 


coBiac 


.t»' '■•' 






o.li~ 




..n 


Jfts 


iiln+s 


iUrse.irt ' '"' 


d)^ 


84e 


toni. 


(16) 



ed miche 

BBa{ab) eoa i a eoa ^ i = 

5. Se ai auppone (i = 0, ognuna delle formule precedenti deve ridarai ad una 
formula relativa a un triangolo sferica qualunque, e ai può facilmente vedere quali 
aiano queste formule calle aeguenti considerazioni. 

Quando il punto D coincide co] puutn A, il quHiIrfingala aferico ABCD si riduce 
at triaugolu eterico ABC; per uui, iniiicaudo con a, b', e, a', V, t' a' le misure dei 
lati BC, CA, AB, degli angoli rispettivamente opposti e del semi perimetro, basterà, 
nelle formule precedeoti, in luogo di 

a, b. e, d (ab), (bc), a. 
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restn quindi a veilerai soltanto che cosa ai debba sostituire n (ed) e a (da). Per 
ciò bì immagìiii il circolo mnasimo tsngeiite in A al circolo minore nel quale è 
inseritto il quadrangolo, e si indichi con ATq un arco di queatu circolo mnssimo 
che sia nella semisfera (determinatH dal lato AC} nella qunte si trova il vertice B, 
e con ATc un arco dello stesso cìrcoli) che aia nell'altra seiniaferH; è chiaro intanto 
che gli angoli (ed) e (ila) t'eniieranno, rispettivamente, agli angoli CATb e BATc . 
Ciò posto, se si ludica con P il centro dell'accennato circola circoseritto, si ha 

CATb = CAP + Y . BATc = BAP + y , 

ma da un noto teorema di Qeom. Eleni. (*) si ha pure 

2CAP = a' + t' — P', 2BAP = a' + p' — t, 
quindi sarà 

OAT.-^ifl^ + l, B.T„ = =itli: + |-, 

per cai, se sì ìndica con t' l'eccesso sferico del triangolo ABC, basterà, nella ipo- 
test considerata, in luogo di 

{Cd) . (rf,.) , 

porre rispettivamente 



Facendo ora tutte queste sostituzioni, delle quattro formule rappresentate 
dalla [10], le prime due si riducono alle note formule che danno sen ] >' e sen \ Y 
in funiione di d,b',é e di a'-^a, *—b', a— e', e la terza e la quarta si riducono a 



•'] ,/..ni.- 


o8i;«-nìa 


e.,)(.-Slse»H.'-.l 


4J ì 


aeiiia e 


.li„.,U.' 


•'ì il""-' 


..K.'-"'l" 


..1(.--I'l..n4(.'-.'I 



formule pure no(e(*''). Risultati analoghi ai deducono dalle [11] e dalle [12]. 

Se poi ai indica con n ìl seno del triedro corrispondente al triangolo ABC, 
che si sa essere dato dalla eguaglianza 

si vede che n si riduce precisamente ad 11'; e quindi delle quattro formule rap- 
presentate dalla [14] le prime due si riducono n formule note, e la lerzn e la 
quarta si riducono a 

sen ^p — —j =: ^——^——^—-—_ , aen ^f — yj = 28en i a'aenib' coitic 

formule pure note e che si possono facilmente ricavare dalla formula del CaonoliC***), 

che dh l'eccesso sferico in funzione di tre lati. E a formule note, facili a di- 
mostrarsi, si riducono tutte quelle che sono rappresentate dalla [15] e dalla [16]; 
in particolare: la prima del gruppo rappresentato dalla [15] si riduce alla nota 
proporzionai ila fra ì seni dei lati e i seni degli angoli opposti. 

{•( V. BiLTIM. Die Eternici, dir Ma(h,malit. L«Ì!HÌg, 1811. Voi, 11, pig. ìli. 

(—) V. SlBBiT, Tra-U d, Tri,«M,«élru. Pili», 1-8S, pag. IflO. 

(***; V. CAQKaiT. Trigontmvria ptnna é ifciìca, BologDA 1801. pig. 306. 
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OssBBVÀEtoHi I. — Si noti che delle formule [10], [U] e [12] (h differenza 
di quanto avviene nel caso pnrUcoUre del triangolo), Je [12] eoltanto sono Ioga' 
ritmiche. 

Oss»(T«zioitR II. — Da quanto ai è dimostrato in principio del § risulta die 
l'Rngolo formsto dall'arco tangente ATh coll'arco AC è uguale al supplamento 
dell'angolo ABC, diminuito, quest'ultimo, della metà dell'eccesso sferico ■' del 
triangolo ABC; nel caso del triangolo piano questo eccesso s' è z«ro, e ai faa uno 
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OasERviziOHU I. — Se si suppone d = l). )a (21) e Ih (22) ai ridjcoiio a fgr- 
mule note [*r. In (23) e U (24) diventano riapettivamente, In funnuln del Lhui- 
Liita (*J e Ih formula del Caonoli, già cìtnla. 

OssEBVtziONK II. — Nel CUBO del triHiigolo, quniido si vogliono calcolare tatti 
e tre gli nugoli dati i tre Inti, esiste un metodo, bnsato sulla formula del Loduihb, 
il quale cogli stessi quattro logaritmi da il modo di calcolare tutti e quattro gli 



e questo procedimento à molto opportuno, percbè si presta alla verificazione 

analoga a quella che, nella stessa ipotesi si )ia per un triangolo piano. Nel oaao 
dfl quaiìrilHtero si ha già una furmuta di verificazione nella (18), ma si può osser- 
vare che un vantaggio analogo a quello ora accennato offioiia le quattro formule 
rappresentate dalla [12] assieme ni]» (28). perchè queste cluque formule permet- 
tono di calcolare tutte e cinque gli angoli 

(nb) (bel t£l! l!^ -L 
2 ' 2 ' 2 ' 2 ' 4 

cogli stessi otto logaritmi, e questi cinque angoli, in forza della (18) e della (20), 
devono verificare la relazione 

2 ■*■ 2 "^ 2 "*■ 2 ¥ "' 
OasKavAZioNB III. — Se il quadrangolo, oltre essere i n acri tti bile, i anche cir- 
coBcritlibile, essendo allora (**) 

o + e = 6 + ■(, 
dalla (23) si ricava 

Ben — = Vtau ìalMiiìb tan 1 e tau 1 1/. (25) 

7. Si indichi cod B la misura del raggia del circolo circoscritto al quadrilatero : 
■e si considera il triangolo ABC, si ha, com'è noto ('**), 



ctn R = 



eoaj" 



è pure noto clie nel quadrilatero piano ABCD s 



' a,b, + e, d, 

quindi, per le [IT], per la (3) e per la prima della [14] si avrà facilmente 

2 , 

ÌMaVi = ~n'>»aìaai>nib+tienieaaiiìdìl,ienìahenic+ieuìbaea-i<i){aenìa»euid+Beaibaeuicj. (26) 

OssKKVAZioHii, — Ed anche questa formula, quando si supponga d^O, si ri- 
duce ad una formula nota (****). 

(■) V. Ssian. 1. e. pigg. ISB a 1«0. 

{") V. Laziui t BiMAHi. 1. «. pag. sao. 

(«*) V. SUBB.!. 1. e, p»g. Iflì. 
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8. Dalle [10) e dalle (11], ricnvnndu, col procedimento seguito nel g 6, i i 
Ioli di 

»n ì [(ab) ± [bc)\ e di eoa 1 [iab) ± ((^.] 



ervando che 

l(»-n)co8j>-«-<()+8eni(« 
BenK»-"' <!<»H'-fl-'')-M 
coBla leni s— cf)— oosH»— n- 

COBÌ.8eQS(»-rf) + C08K» 
RVft 

Beiij[(<i6) + (M] co 


-e) coM( 

i't-c) e 
-.).ei.J^ 

-o-cjse 


osi» 

■ K.- 


I'«"i 

6) = C09ÌÌB 


osi 

+ 
ni 


c+o, 
♦ ^1 


-n). 


l'I. 

[27] 

m 
m 
mi 


M„i[{ad) + (dc,] co 
cosi [(<it) + (idi eo 


1 i. [881 


;6c 




sei 


1^1 


CU8 i [(«■/)+ (rfc)] cu 
wn 1 [(«tj — Ibeìì 


cns 




.4k + .l- 


sei 


i»J 


wu 1 [(arf) + (rff )] 

co. 1 [(«È) -IMI 


uiiKi 


.MI 


e-aH- sei. 
1 He + n) 


b 


coBj[M) + (d(;}] 


■.nl,l. 


08 1I 


+ .1) + seu 


» 



Supponeudo rf=0, queste rovinule si lidacoiio alle formule di Dblambsb; come 
quelle elie si ricavano dividendo membro a membro e ordinatamente la [27] per 
le [28] e le [29] per le [30], ei riducono a quelle di Nepiro. Esse poBaono servire 
ad estendere al quadrangolo sferico iuecritlibile molte delle relazioni cbe si lianno 
fra gli elementi di uti triangolo sferico qualunque, e quindi anclie n risolvere, per 
il quadrangolo, alcuni problemi a uà loghi a quelli che si risolvono per il triangolo. 
Così, p: es:, dsli due lati b, d la somma {ad) + {de) dei due angoli adiacenli ad 
uuo di essi e In differenza {e — a) fra gli altri due Isti, la prima delle [27] e la 
prima delle [29] servono a calcolare gli angoli {ab) e {be); come nel caeo di un 
triangolo, dato un lato a l'angolo opposto al e la differenza b' — e degli altri due 
lati, le formule di Dblambbb a. cui sì riducono le due precedenti, servano a cst- 
colsre gli angoli 9 ^ l- 

OssBBv«£iui(ii, — Delle quattro formulo rsppreseiilale dalla [27], come delle 
quattro rappresentate dalla [28], le ultime due coincidono colle prime due. 

0. Si indichi con il punto d'intersezione dei due archi BD e AC, bì ponga 

» 

e si rappresentino, al solito, con (af), (ae), ... le miaure degli angoli formati dagli 
archi le cui misure si sono indicate con a e con f, con a e con *, . . . 

Applicando le formule di DaLaHsae ai due triangoli BOC ed AOD, si ha 

seni [((■/■) -(ró)] _ Mui</-n tosi[lbf)-(eb)] _ sen j \t + f") 

così:*/) seni è ' sen 1 (f/^) senJÈ ' 

geni[(rff)-(<J)] Sflni(."-n cos j Ydf) - ità)\ _ sen \ (/' + r» . 



(81) 



Ben i (t" - f) % 
ad in modo annlogo si otterri 

<»' -m^r. 

10. Dulie quattro formula 

notevoli: se oe daranno qui t 

I. Dalfn (31} e dalU (82) 

9ani(r-«')"nì 

da cui, COR facili traaformaiìi 

cosi 

cosi 

• ftllo staaao risultato si giui 

questa ai deduce 

tani« 

relazione conosciuta (*) e dell 
diretta. E da quesl'ultinia si i 



die snra utile in seguito. 

II. Dalle atesse (31) e (32) 
operando nello ateaso modo, ai 





coaf-cos. 


■ 1 - e 


reiRzioni 


notevoli'fra 


i quRttro 


drangolo. 






III. Dalla (81) e 


dalla (82) 


(*0) 


Ben ir < 
seni*" e 


:o8i*' « 
OS ir a 


(42) 


.entrc 


caie' _i 



aeni^'cosir a 

K cui dividendo, membro a ini 
loltìplicando invece la (41) pei 



Da8BKr>zioNa I. — Supposi 
e cfae BD aia perpendicolare ad 



3z PERIODICO DI MATEMATICA. 

dieotnre ni Uto AC ftbbtiBSHlo dnl vertie* opptuto, • U relsiione (36) ai ridiiM 
Hll'nltrA 

Un' i DO = tan ) AO txn i OC. 

Dì qui un teoremn clic ne ha per carriepondente, nel piano, uno notissimo, giaichi 
un triangolo sferico, i cui tre vertici diatAiio uguilinante dal punto di uieizo di 
uno d«i lati (coma il precedente triangolo ADC) iia per corrispondente, nel piano, 
un triangolo rettangolo. Altrettanto si dica di tutta le ralaiioni esistenti fra gli 
elementi del triangolo sferico consideralo: così. p. es., ■« A'B'C 6 il Irìangoio e 
se il punto da cui equìdistano i tre Tertiei è sul Iato a, si ha 

Ben i rt' = sen' j f + sen' j e', cos' \a = ctnS' ctnr'- 

alle qaali, nel piano, corrìspoudono l'espressione analitica nel teorema di Pitagoba 
e la relazione fondamentale fra Ì dna angoli acnti di un triangolo rettangolo. 

OssEBVAzioHS II. — Il l'apporto considerato nella (44) non è uguale al rap- 
porto considerato nella (45), e questo risulta immediatamente dalla (37). 

11. Di ognuna delle relazioni precedenti fra gli elementi di un quadrangola 

sferica inscrittibile i*) ai può trovare la relazione corrispondente fra i corrlspai- 
denti elementi di un quadrangolo piano pnre inscrittibile, osservando principal- 
mente cbe essendo allora s ^ 0, la (19) ai tiduce a 

(ab) + (ed) = 'bc)-k-{da)=-«., 
coma glh si sapeva dalla Gemn. Ettiii. 

Notissìms sono qnelle clie corrispondono alle [101, •"« W " ""» [^^l "• ^'"^■ 
come fi (J i) si riduce sita misura dell'area del quadrilatero, notissima è pura 
quella che corrisponde alla (26i. Fra le corrispondenti a tutte le altre si possonu 
notare le seguenti: 

I. quelle cbe corrispondono alle [15] e che sono 

nd + bt ^ bn -Vcd _ . 



II. quelle die corrispondono alle [29] e alle [80] e che 

,eni[W-fM|^c_-^ 
' ' Bau J i,./ii -1- i/,f, ft J-,Z ' ^ J 



ill'-ùj-l-lM b-^d- ^ J cos 1 [(■.*, -HM 



III. quella cbe corrisponde alln (36) e alla (37) e cbe è 

le^t'f" 1361' 

espressione analitica di un noto teorema di Geom. Jilem.; 

IV, quelle che corrispondono alla (44) e alla (45) e cbe, per la [Sfif, si possono 
riunire nella seguente 

ab ed ad bc ' 
espressione analitica di un teorema dovuto a Cìbmoi. (**) 

I*) Le formiiU [ÌO). |11|, lill b (221 non sono nuove, mn la «edianio poro note. Sono propotU 
J.. r*""*'»"'"'*"'""" ■■■ iJ«l Li Coihtb, iPhris. 1858. pngg. s;8 » 3Tei, Din non «bbitmo poMW 
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Observizionb. — Le relazioni che, nel quadrangolo piftno, hanoo per corrispon- 
denti quella che danno il prodotto e il rapporto frn le misure delle diagonali 
(espressioni di due notissimi teoremi dì Tolomeo) non si sono riportate perchè si 
poaaono scriverà immediatamente. 

12. Con metodo analogo si potrebbero trovnre molte altre di quelle proprietà 
del quadrangolo sferico inscrittibile, le cui corrispondenti nel piano son note; bì 
porrà termine a questi esercìzi con un ultimo esempio. 

Da un punto qualunque M del circolo circoscritto si conducano gli archi dì 
circolo massimo perpendicolari ai quattro lati AB, BC, CD, DA del quadrilatero 
e ai indichino con h,, hi, h,, ha, rispettivamente, le misure di questi archi, inten- 
dendo che se Ai, Bi, Ci, Di sono i punti diametralmente opposti ai vertici ABCD, 
questi quattro archi siano quelli i cui piedi sono, rispettivamente, nelle semicir- 
conferenze ABA,, BCB,, CDCi, DADi. Dal triangolo sferico AMB, per una nota 
formula, ricordata anche hI § 7, si ba 

Si MA cosi AB 



ctnR = senMAB- 



nVMB 



(dove per MA, MB si intendono gli archi di circolo massimo, minori di k, che hanno 
per estremi M ed A, M e B), e siccome 

senA. ^seuMA sen MAB, 
ai avrà anche 

... .. - 9 ... B .»ntMA...tMI) „., 



Da questa formula e dalle tre sottintese s 



s i a eoa i ■: 



(47) 



e questa ha per corrispondente nel piano l'espressione analitica del teorema: il 
pi-odotlo delle diilanet ffi un jiiiiilo qualunque dì una circonferenza da due lati op- 
posti di UH quadrangolo inierilio è uguale il prodotlo dell» distamt di queelo 
tlefso punto dagli altri due lati. (') 

Obssbvaziohb. — Fra i casi particolari che sì possono considerare v'è quello in 
cui B coincida con C e A con D; i circoli massimi cui appartengono gli archi AD • 
BC diventano allora i circoli massimi tangenti in A e in B al circolo circoscritto 
e la (47) diventa 

sen'h. _ 1 

sen Ah sen Ad ~ cos'i e' 

la cui corrispondente nel piano b l'espressione analitica del teorema: la di»tanza 
di un punto qualunque di una cireonferima a una corda è media proporzionale 
fra It distami dello slesto punto dalle tangenti condotte alle estremità dilla corda. 

(*) DuBOVis, Qh«(id>ij di Géomiint éUminiaii-t (Piiria, ìB-.b. pag. Ilo). 

Livorno, marzo 1903. G. Pbsci 
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SU DI UNA CLASSE DI POLINOMI 



I Dolìnomì, di cui noi vogliamo ani studiare le Di'oorietà trinci- 
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Sì ottiene cosi 



e io generale, indicando con H[Vj'J_, la somma degli inversi dei pro- 
dotti ad A — s ad A — 3 dei numeri s + 1, .t + 2, ., .,i — 1 

«.j. = H;ti+ «... Ht,-"+ a,,.HM-^ + . . . + a.-.,.-. hI;1. + a... . (6) 
D'altra parte 

è un numero intero ed uguaglia la somma dei prodotti ad i — 1 — A 
ad I — 1 — A dei numeri s+1, s+2, . . . , i — 1. Posto dunque per brevità 



la (6), in virtù della (4) fornisce 



^~ [[1,1-1)'-'- + "jf [2,i-ll— ■+...+ jpl^ [*+l, i-I]'-'-'}. (7) 
Se a,.,ai,2.. .«b.b - • ■ sono interi, da questa subito rilevasi che per 
i>A>0, o,^è divÌ3Ìbile(^)A = i(j^~J) = (;^_|_j)(«-A+l). 
Facendo uso delle note proprietà 

Ic+i.'-ir-' -(iTi)! ■ I.'-"' [»+i.'-ii'-'^ -(-i)-|^' 

si ricavano dalla (7) le relazioni 

■±j-if (,■-;,)! .,,. . (-i)'.-i (.■-2l!(^- j^ +. . ■+jrW{FWl- ''■' 

3. Dalla (71 possiamo ricavare una prima espressione del poli- 
nomio ft{x). Invero, moltiplichiamola per ( — IV'x'^'' e sommiamo da 
A = ad A = (', si ottiene 

+(-!)'-' ^ Tu-, {.r) +{-!)' (7^ 'f.M (9) 
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.vendo posto, per A<1, 

- (.wiLi); lh+U-n--x'--+. . . 

e per /i = i 

4. Particolare importanza ha la funzione 

f,»=n,»-l]'-3;'-i[l,t-l]'-V-'+i(i-l)[l,j--l]'-V-'-...±i(«-l)...3.2x (W) 

corrispondente ai valori tutti nulli delle ffi,i, poiché mostreremo che 
cpi,h si può esprimere mediante ^i.» e le sue derivate. Infatti dalla re- 
lazione evidente 

[/»+!, i-ir = |- [A,<-in' -y [A +1, i-ir' 

si trae 

(Pi,i.=x'P''J' + X^'''''- (^^* 

da cui subito 

1 , , 1 „ ,1 1 , ^,, „-,■ 

!pij, = -^T!,.h-.^7;5? m.-. + t;ì» 1*- + ■ ■ ■ + Ai^:^^ <w (^-* 

Potremo dunque porre 

sk. = /.>?V'."" + ;-r"?r.""+. . . + ?."' =p[!^ . (13) 

Per il calcolo delle ), basterà osservare che esse, in virtù della (11) 
soddisfano alia formula di ricorrenza 



Si ottiene cosi 



x"-|-(>,'r"+i;-"). (14) 



).L=Ti. ■u=-nll + -. 



1 ri 



[^(■+l+-+l)+j^('+i+...+^)+...+|(.+^)+.](« 

In generale si ha con facili considerazioni 

;'■>=! fi 1 IV"" 

'■■> — ti I i. .) . ■ ■ ■ . /i ' 
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5. Dopo ciò è facile rinvenire come la funzione /l (a;) più generale 
si esprima quale combinazione lineare della funzione fondamentale 91.9 
* o delle sue derivate. Basterà porre 




ovvero simbolicamente, posto k- 

/iW = -p.,p(3:-L). (Lo = l) (17)"" 

6. La forma (17), sotto la quale può mettersi il polinomio />. ha 
importanza nello studio delle sue radici. Dimostriamo innanzi tutto 
la seguente proprietà della funzione fondamentale i^,^. 

Le radici di ^1,0 sono tutte reali, distìnte e positive. 

Questo teorema risulta immediatamente da un fecondo teorema 
algebrico, che è utile richiamare nei suoi dettagli: 

Se la funzione algebrica di grado i ha tutte le radici reali, ek èun 
numero reale, anche f(x)4-kf(x) ha tutte le radici reali. Inoltre, se r 
sono le radici distinte di f(x), f(x}-|-kf(x) ammette oltre le i — r m- 
dici coinuìii a f(x) e f(i), altre r radici distinte: una superiore o infe- 
riore a tutte le radici di f (x) = 0, secondo che k è negativo positivo, e 
ciascuna delle rimanenti r — 1 compresa tra due radici consecutive di f(x).(*) 

Questo teorema subito sì generalizza, osservando che se f{x) ha 
tutte le radici reali e fri e A-, sono due numeri reali anche 

f+ 4/-+ k. (/■+ hf) = f+ (kt + k,) r+ u-r 

ha tutte le radici reali, e le radici r-uple (r>\) di essa sono le 
radici (r-(-2|-uple di fix]. Per conseguenza: 

Se f(x) ha tutte le radici reali, anche aof + aif ' + . . . + a^pp' Art tutte 
le radici reali, purché altrettanto ai possa dire di b«z'' + aiz""' + . . . ap. 
Inoltre le radici i-uple (r>l) di aof+ajf +...+apf"'' sono le {r + PÌ-wp'e 
di {. 

In particolare ai,f~\- a,f' -{- a^f" + . , . -f* «1-1 /^'~" ha tutte le radici 
reali e distinte. 

Ciò posto, se si fa f{x)^3^, la (10) potrà scriversi: 

. cp,„=[i.i-i]'-'/--[i,i-ii'-v'+.--±r-". (lor 

e poiché 

[l,i—l]"'j^-'-[l,i~l]'-'x'-'+...±Ì = {x~l){2x~l}...(J^x~l) 

ha tutte le radici reali, si può conchiudere che rf,,„ ha tutte le radici 
reali e distinte. Soppressa la radice a; = 0, Ìl polinomio che si ottiene 
di grado i — 1 ha i — 1 variazioni e però altrettante radici positive. 
Poiché inoltre 

V,.,ix) = Hi-l)j\,-,,<,i^)dx-iv-..,,,(x) 
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e J<9i-i (x) dx ha, tranne la radice doppia x = 0, le radici reali di- 
stinte, come risulta integrando la (10)*''*, si può concludere che f^t (:r) 
oltre alla radice x = 0, ammette t — 1 radici, di cui una superiore a 
tutte le radici di J'ff,,i{x)dx, e ciascuna delle altre compresa tra due 

radici consecutive di J^m i^) <i^- 

In generale poi, avuto riguardo alla (17), si pub affermare cheft(x) 
ha tutte le radici reali, se altrettanto si può dire per ' 

^-iiaH-'-f/^r'-' — ...±Z|. 

7. La funzione fondamentale ^i,o si può mettere sotto una forma 
notevole. Facciamo j; = logz, e calcoliamo la derivata i*""" rispetto 
a 7 di (logz)'^'. Facendo uso di note formule (*) si ha 



(-1)'+' 
i+l ' 


,<i'|log^r 


-'-(logjjijjsi- 


i(logz)'^'2 


?'+• 










■ + (-1)'- 


.(i-l).. 


Mlog^) 


jjsi. 


D'altra parte (•• 


) 














11? 


| = [1..- 


-ll-i 






e però la 


precedente può s 


criversi 








(-1)'"^ 
i+l 


rf'(log«V+ 


-[l,i- 


-U'-dog^)' 


-.■[i,i-ir- 


'(log 4' 


'+■•■ 


E finalmente, per la (10) 

Tu {log 2) = 


...+(-l)'-i( 
.t^'.^Oog,.. 


-1).. 


3.31ogi 

(18) 



una formula, che richiama quella di Kodriques (o di Ivory) della 
teoria dei polinomi di Legendre. 

8. Questa formula gode della seguente proprietà elegante: 

~ ' 'vare s volle tp, , (log z) rispetto a log z, basta derivare s volte 
rf' 
'.spetto a log z sotto il segno -j-, ■ 

amo cioè y^3;'+',8Ì ha 



Per der 

(log»)' 

Se poni 






(19) 



Questa relazione è vera per s ^ 0, ammettiamola vera per s — 1, 
e dimostriamo che è vera per s. Da 
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derivando rispetto & x = log z, si ottiene 

,, , „ f iv+i rfi+i 

f ::'= '", <?;; + TqiV 2'"' rf^FT; t(*'+l)'('~i)-.('+3-3)(log ^)'+*-]. 
Cambiando i in i — 1, e moltiplicando per /, si ha 

ossia 

Ma d'altra parte y1.o~" ^''^^■^f*^'*^'"'"'"'*^ *^' '^'^'**'''®"2*(^)' '^'"'" 
que"il primo membro è nient'altro che (f"l, e però la (19) è vera 
qualunque sia s. 

9. Dopo ciò possiamo mettere sotto altra forma Ìl polinomio fi(x). 
Basterà moltiplicare la (19) per ( — 1)'/„, e sommare rispetto a s da 
a t, si ottiene 

/l (logz) r= ^-^^z' -^ (»/ - hy + hy'- - . . . + (-1)'^.^'"), (20) 

0, se si vuole, simbolicamente 

-^z'^.dog.^L^. (201- 

e per derivare rispetto a log z Ìl primo membro basta derivare rispetto 
a logz il polinomio che sta sotto il segno —r-, ■ 

10. Come applicazione della formula (18), proponiamoci il calcolo 
dell'integrale definito 

/3>„(l0g2)rf^ {»>-!). 

Nella nota formula 

/uf""i'(fj; = H'"-'V— «('"-««'+...+ (— l)"-'i(t;>-"+(—l)"/ur'f°'<Ìc 

si faccia 

u = (log 3)'+' , V = 2'+" , m = i 

e si integri fra e 1. 

La parte integrata è nulla per 2 = 1, e tende a zero a destra di 
zero, quindi si ha (*) 

f^^ ^ (log »)'+■-. (-1)' (i-U) (••+»-l). ■ ■ (»+l) /'• (log ')'*-<ìz = 
= (-1)' (i + ..) (i + « -1) . . . (" + 1) '~"+ l)t.'" ■ <2') 

(■) Cm*>0, Calmili inf., p. 4Sa, gì. 
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-1) 



Moltiplicando per -i ■ , con lìguardo alla (19), si ha 



Sz°<ft.« (log z) dz ss 



'!f' + li! 



In particolare si ha per m^O 

/i,.„(log^)rf^ = (-lV/!^■^ (Sì) 

II. Esponiamo ora alcuni procedimenti coi quali si ottengono po- 
linomi soddisfacenti alla formula di ricorrenza (1). 
Sviluppiamo l'espressione 

i„„(i + 2^:iL.+&Ii2_fj!Ìi) + ... + ,_,),-.4M,], (04, 

°\' z Ili 2Iz"' '■ r 2'*'/' ^ ' 

applicando la formula 

Y» YI YIH 

. . .. -"'f+i + l*. 

e poi raggruppiamo i termini aventi nei denominatori le stesse po- 
tenze di z sino alla potenza 3'+'. Avremo 



~ V.z 2! 3" 



. + (-l)'7r;r + <I>- (25) 



Se le funzioni fit soddisfano alla (1), può dimostrarsi senza pena 
che anche i polinomi g^ godranno della stessa proprietà. Le co- 
stanti h\,\ corrispondenti a questi polinomi si possono ottenere iso- 
baricamente con la formula 
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si ba per la (1) 



Gk = A + Tk 
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(28) 



e quindi anche i polinomi 6k verificano la (1). 

Le costanti 6'^, che loro corrispondono, si ottengono dalle ai,i con 

la formula 

i\,i= au—.a^^, (29) 

che si deduce dalla (28). 

I3L In generale i polinomi ^k e 6k dei §§11,12 non sono identici; 
perchè ciò avvenga, bisogna assegnare alle a^ valori tali che si abbia 
«u=è'i,i. Si ottiene allora 

ai,i = 2, «2,2 = 11, «3,3=^131, «4,4 = 2666,... 

e i polinomi fi, /*9 , . . . /l , . . corrispondenti sono quelli che capitano 
nella determinazione assintotica deH'n®*^™® numero primo. 
Consideriamo la generatrice di questi numeri ai . 






1! 



2! 



3! 



(30) 



Per la (25) si ha la eguaglianza simbolica 

— log (1 — xe"^) = e^\ 

D'altra parte per la (29) e la (7) 



(31) 



bi = ai — ai,i-i = «1 — *! ^ao+ -Qj + Yj + . . . + n^2)l) ' 
e però 

e^- = ao+ j7 + ^+...-ao(l+:r+x*+...)~ ^ {x'-\'x'+..,)- ^ (a:»+...)+. 



ossia 



-e "o-i-a; i-x in-x "—'^ "" l-xV^'' dx )• 
Paragonando questa con la (31), e posto €f^ = y, si ottiene 

log (1— xy) = ao — y + j£^ (1— a;j/'). 



(32) 



Per Oo = 1, i valori j/'o, y"o, y\ . . . , che da questa successivamente 
si ottengono per x=0, altro non sono che le costanti ai,i=2, «2,2=11, 
^8^=131, ... notate dianzi. 

Per ao = l — log log n, la y©^*^ ricavata dalla (32) è identica al po- 
linomio (— IV/i (log log n) della questione citata. Per convincersi di 
questo basterà cambiare in (30) a© in 1 — log log w, «k in 

(— l)*" /k (log log n), 6k in (— l)'' ^k (log log n) 

e ripetere il ragionamento, che condurrà alla medesima (32). 
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14. Terminiamo con una proprietà notevole goduta dai polinomi 
f\, fi---fi, qualunque essi siano, purché soddisfacenti alla (1). 
Nell'espressione 

ww=iog.+^^^-^4^+...+(-ir.^?j£i 



»-(.+,)=..g.+^i<^-^^i^'+. 



Dimostriamo che i polinomi Fi verificano la formula di ricor- 
renza (1), e poi che si ha 

F,(iog?,|i}=/;(iog3+^). 

È chiaro che Fi{log2, [t) si ottiene come somma dei coefficienti 
di — r^— j — che provengono dallo sviluppo di 

Iog(^ + |x) = log^ + log(l + -^) = log^ + y-^ + |^-■■■ 
e da quello di 
f. (log(2 + n» = A (log») + (-J - jp + . . . ) A (log;) + 

moltiplicato per 

pei' tutti i valori di A; da 1 a i. È dunque 

F, (log;, 1.) = (; - I): n' + i^ _ì C f," (34) 

essendo Ci;'^ una costante. 

Derivando la (33) rispetto a log(j-)-[i), con facili trasformazioni, 

si ha __ 

avendo posto 

Fk = X.(i-l)Ffc., — ÌF;.,. (k>l) (35) 

Ragionando su F( corno sulla F, e si giungerà alla seguente egua- 
glianza 

e per la (34) _ 

F, = F, . 
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Quindi in virtù di (35) 

Fi = j(i — 1)F,.. — ÌF',.,. 
Ponendo poi 

facilmente si dimostra la relazione 

da cui si deduce l'altra 

in virtù della quale si può scrivere, ponendo a; = Iog«, 

r, = fM + yi r, W + 1! /■/■ (x) + . . . + ^ ff» (x) - «X + iv). 

Nella memoria citata, alla quale rimandiamo per maggiori det- 
tagli, abbiamo utilizzato questa proprietà. 

Notiamo intanto che, dopo quanto si è dimostrato, la proprietà 
cui ivi si giunge: 

Lo sviluppo assintolico di -ttìt pi,,n sinoagli infiniti dell'ordine .. ■ ■ r , , 
si ottiene da quello di pn cambiando loglogn in loglogn''"", 
si è resa indipendente dalla proposizione enunciata ivi al n. 15. (*) 
Michele Cipolla. 



NUOVE CONSIDERAZIONI SOPRA LE PERMUTAZIONI 



(, Con M elementi distiati «i, Oj, Oa, . . . «„ si posaono formare nt per- 
mutazioni divei-se. Indichiamo c<y A„_, il numero di quelle che presentano 
il medesimo numero t d'inversioni rispetto alla ]>ermutazìone principale. 
Fissato Ji, ò determinato anche il massimo valore che può assumere r, 
giacché il massimo numero d'inversioni che può presentare una permu- 



(*) Prnido qal iDcnulon* di fir noi*» che 1 liinlUtl da ma otUnuti nelU sltiU Demori» 
rlgnwda allo iTlluppo msamtoiica di p^^ (nppongoDii tuiUment* ebe IL loguritino Inlatril* di h 
dlriiD par ^(ll) aaprimi U laUlili dai namari primi non auperlorl id h d'un» prafiaaaiona di 
ngiMi* M, Hdd tgrinfliilti «all'ordina •- -, eamanqua >ik grande, pnrehì finita, r Intero r.<)ua- 
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fazione di n elementi distinti è, come è noto, uguale a x . Fra 

le n! permutazioni considerate, solo «nn (la diretta o principale) presenta 



A^li n elementi datt associamo un nuovo elemento, a^, , distinto dai 
precedenti, e formiamo con questi » -(- 1 elementi tutte le (n + 1) ! per- 
mutazioni. II numero di quelle permutazioni, che in questo nuovo sistema 
presentano r inversioni sarà indica con A„4_i.,, Per esprimere il valore 
di A„_(.ij mediante i numeri A„.r relativi al vecchio sistema, osser\-ìamo 
che le permutazioni, le quali nel nuovo sistema presentano r inversioni, 
si possono ottenere da quelle permutazioni del vecchio sistema che pre- 
sentano non più di r inversioni, assegnando all'elemento a,+ , un posto 
conveniente senza alterare l'ordine degli altri elementi. 

Infatti se una permutazione del vecchio sistema presenta s ^r inver- 
sioni, ponendo l'elemento «.n alla sinistra deir(r — s}"'° elemento (con- 
tando da destra) della data permutazione, otterremo una permutazione 
degli 7t -|- 1 elementi, nella quale si troveranno le s inversioni che pos- 
sedeva la permutazione considerata più le r — s inversioni che l'elemento 
aggiunto fa cogli r — s elementi che lo seguono; questa permutazione 
presenta quindi r inversioni. (*) 

Da quanto precede si deduce che una permutazione, la quale nel vec- 
chio sistema presenta s ^ r inversioni, fornirà una permutazione con r 
inversioni del nuovo siatema, purché sia r — s ^ n, ossia s >^r — ». 

Sicché tutte le permutazioni che nel vecchio sistema presentano s in- 
versioni, forniranno altrettante permutazioni del nuovo sistema con r in- 
versioni, se a è compreso nell'intervallo (r — n,r) non esclusi gli estremi, 
e quindi si ricava 

(1) A„4.,,, = 2:.A^r-. = Ì.A„.,+. , 

per qualunque valore dì r, purché si convenf!;a di porre A^^ = 0, quando 
il secondo indice resulta negativo, oppure maggiore di ^ , 

Avremo dunque in particolare: 
A„+.fl =1, 
A.+,,, =1 + A,„ 
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detta formula ai euccessivi sistemi di permutazioni, ed osservando che 
il 1' sistema contiene una sola permutazione, possiamo formare il seguente 
quadro dei coefficienti fattoriali. 



13 5 6 5 



Il quadro può esser prolungato quanto si vuole, mediante la regola 



Immaginando gcritttdegU zeri alla ainistra ed alla destra di ciascuna 
orizzontale, si ottiene un tertni»'^ dell'n'"'' orizzontale addizionando n ter- 
mini successivi dell'orizzontale precedente, contando questi n termini da 
quello che occu^m il medesimo posto e procedendo verso sinistra. 

Sono evidenti le seguenti proprietà i 

l". La somma dei coefficienti fattoriali delt'n""' sistema di permutaaoni 
È Uguale a ni 

2». / termini d'una stessa verticale del quadro esprimono i numeri delle 
permutazioni che nei vari sistemi presentano il medesimo numero d'in- 
versioni. 

3". In ogni orizzontale del quadro i termini ugualmente distanti dagli 
estremi sono uguali. 

4". Il numero dei termini rfeZ/'n"" orizzontale è ■ ■ ■■; . 1-1. 

3. ÀI concetto di coefficiente fattoriale ora stabilito possiamo soati- 
toirne un altro di carattere puramente algebrico. 

Infatti, applicando la (1), otteniamo successivamente 



A„+,.r = S.„S.„., ■ ■ ■ S,.A|,,_,.„+,___^+._+.,). 

Osservando che A,^ è nullo per tutti i valori non nulli di h, mentre 
è uguale ad 1 per h ^=0, possiamo concludere che A„+,^ esprime il nu- 
mero delle soluzioni intere e positive dell'equazione 

.. + ., + . ..+,.-r 
colla condizione che sia S},^h. 

Siamo cosi pervenuti al seguente teorema: 

Dati n elementi distinti, il numero delle permutazioni di essi chepre- 
aentano r inversioni, rispetto alla permutazione principale, è uguale al 
numero delle soluzioni intere e positive del sistema misto 
*"i + 3"a + - ■■ + -i-^-,= r, a\<,h. 
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osBÌa 

1 _ 1 

e..,— 2 . ■=,,. — — 2 ■ 
Otteniamo perciò 

A -e, -Ì-„4-l«« 

Osservando poi che A,,, = A,,, ^ 2, ricaviamo 
e quindi resulta 

■a,,, — — 1— 2»i-2" 2 

Eco. ecc. 

6. Chiameremo poliTwmio faUoriale il polinomio di grado tn ^ ó — ' 

(3) Fo (a;) = x" + A^, 3^--i + A,,, a--^ + . . . + A,._i x + 1, 

i cui coefficienti sono i successivi coefficienti fattoriali de11'7)'"° sistema di 



permutazioni. 

Osserviamo che, essendo 






P,(X) = »!+1 


P,(a;)=i'+2a!' + 2i+l 




Ammettiamo che sia 


.{7f+X+l)Y,[^). 




(4) F.(^)=(a.— 


+«■- + ... + i)r..,M, 




e consideriamo il prodotto 






(a," + a-'- + ... + l)F.(a-). 




Se sviluppiamo questo prodotto, dopo aver sostituito ad F„ 
espressione data dalla (3), otteniamo il polinomio 


(jt) la sua 


in cui è 


■ + ... + Mwt..+— + ... + 1, 




M, = A,. + A. 


-. + --. + A.„-.-|.A.„.., 




ossia, per la (1), 
inoltre abbiamo 


M, — A.+,.,; 

-1) (» + !)« 




quindi qnel prodotto è uguale 


al polinomio fattoriale F.+,(3-) 


e la (4) è 



perciò vera in generale. 

Attribuendo nella (4) ad n successivamente i valori 3,4,...,», e 
moltiplicando membro a membro le uguaglianze resultanti, dopo sempli- 
cissime riduzioni e ricordando che F, {x)^x-\- 1, otteniamo 

r.W=(x— + »?-= + .., + l)(i— + x— + ... + l)...(:c+l), 

la quale dimostra che : Le radici del polinomio fattoriale Pn (x) sono uguali 
alle radici, diverse dall'unità, delle equazioni binoinie 

a;" _ 1 = 0, X-' — 1 = , . . . , a:* — 1 = 0. 
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Condizione ntetMaria t mfpcitnte ptrchì date due forme dello atteso orditu n 

a fattori Hneari distinti, eiaeeuna di esse sia esprimibile eolie ennesime potenze 

dei fattori Htieari dell'altra, ì che si annulli l'invariante bilineare delle due forme. (*) 

Sieno le due forme 

f = anxx" + 1 j 1 01*1""' «s + . . . + o.xi" 

dove in generale 

p,(rì = p|(rta:i + pi^'^n . 
Supponiamo che eia 

f = A,p.(U''+ A,p>">"+ - ■ ■ + A.?.!-)" 
dove Al , A) , . . . As Bono coetanti. Dovrà esssTe 

l' do "= 2 Arjli'''' 

[Il I «1 ^Fa.p,!''"-'?,'') 



ConaidertRmo l'invariante bilineare 

I = o„S. - ( JJa.t.:.. + . . . + (-1)' (") ..,&._, +. . .+ o„io ; 
per la [1] si avrà 

I = fc.2°A,p,Crt- _ (") 6,-iTa,p,''''-'/.,W + . . . + (-!)■ &,TA,p.;rt° 
e rflocogliendo opportunamente 

' ' ""2!*' [*"P'"'" - (i) ^D-ifi*"""'?.» + ■ ■ ■ + (-D'SopsM-l 
ma, essendo p.''^ pfii . . . p^'^ t fattori Itnenri di cp, si avrà 

6.pit'>° - ( J) 6._, ;',«""'?.« + - . . + (-l}-Èoi..M° = 0. 

dove r=\, 2, 3,...», onde 

1 = 

e così resta dimostrata In prima parte del teorema. 

Veniamo alla seconda parte. Supponismo che sieno date le due forme 

f =aoxr + ("Jaixi''~'ij + . .. + (ToX)" 
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Cominciamo, per dimostrare ciò, col togliere l'omogeiteità ponendo 

^ =s ar ^ = !><'' 

T = P (x + j>«>) (w + p«') . . . (j: + I.O), 
essendo 



•d avremo pure 
Ponismo 


;' = ai- (n(x"+ ^"J o.a:»-' + . . . + o.) 


Affiuctiè Bla 


f, = atx' + ^ j 1 ma:—' +...+«.. 


[2) f, = 


m, ix + /.">j- + m. (a: + ^t«," + ... + .«.( 


dove 1» iHr sono 


costanti, occorre che sia 




«0= .... + .«, +..,+...„ 


13] 


„. = „,.;,(l)' + „„p(«' + . . . + «.p„l" 



.„= i,li/,("" + .»,^Hi° 



"dPb'-^ 



e perchè queste sussistono iu sislemn il determinante dei coefficienti e dei termini 
noti deve cBser zeta cioè ; 

1 1 ... 1 1 

p^^'> ^/« , . . . (.fi ai 



pw i,<v . 



= 0. 



j;'" p^" .... I."" o„ 
Ma questo determinnnle contiene, come dimoslreremo tosto, per fattore I, e quindi 
è nullo, cioè le (3) sussistono in sistemn e si possono determinare tali valori per 
la 1.1 che la (2) sia soddiafHtta, e quindi eia 



da e 









cioè resta dimostrato il teoretua. 

Rimane solo da veriflcaie che D contiene r 

il coefficiente di ni in D cioè D^-i-i, „-li; 



(r = 1, 2, . . . n) 
} fattore 1, Conaideriamo perciò 



«"! 




'1., 'V«.,w 



" ''>*. 



"cy. 



. )» ^H\ "''ti . ■ 



~'^'y% 
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DbIIa (1) facMdo x = l n bf>: 

|^(")<'.= 1^(1+ P<"r«; 

oioè qiiRndo le due forme sono eoniugkU fra le tn Bueaiete \n relaitone (4). E rteì- 
procamente aa la forme date sono ■ fattori distinti e le hi rlonvat* dalle prime n 
equazioni del aistemn (3) sotldìsfnno alla (i), tali forme sono coniugate. La coodi- 
zione di kpolaritfa di due forme a fattori distinti 6 quindi data anche dalla (4). 

L. TtHCA. 



SOPRA LA FUNZIONE ALGEBRICA INTERA 
ad ana variabile che ammette zeri semplici e reali 
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Moltiplico membra s membro le (3) ed osservo che i fattori binomi dei secondi 
iDBiiibn di queste egusglinnza sono in nnmero di n(n — 1), ed essendo » due tt 
due eguali e di segno contrario si ba: 

/•(ri}A',).-.r(«.) = (-l)'^0(,>(x,-*,)'(xi-^.)'-.-(^n-.)'=i--. (4) 

il secondo membro di quest'egoagliania è il quadrata del determiuante di Canchy, 
BÌ può scrivere quindi: 

nx,)fix,]...nx,)={-i)—i- 



■■la»-'...*,.! 

quindi la (4) e la (4) esprimono cbe il prodotto f(xi)fixt) . ..f{x.) rappresenta 
il dlBcriminante dell'equazione /'(x). 

Dimostrata cosi la prima parte del teorema, per dimostrare la seconda parte, 
indico con Si.Ei, Ss, - . -, £n_i le « — 1 radici della f{x) = 0, si ha: 

rix) = .mg (;r- e,) (=r-U)...{x~ E.-, ) = 

e pongo quiodi x = xi,xì,. . .,Xn, ricoTo; 



fixi) = iiao ix, — £i) {X, — £j) . . . (ari - 
f (*.) = na»!xt-èOixt-St)--- (a:* - 



r(i.) = «a.(i.-SO(i. 



(5) 



Holliplieo inombro a mombro quosto eguoglisnzo od indica con II il prodotto di 
tutti i fattori binomi dei secondi membri, cioè: 

nxtìflx,) ■ . . nx.) = (no,)- n (», - !.) («) 

l. = l.2 »-l] 

Pongo nella (1) sncceseivamente x = ii,i En-i ed ottengo 

f(S,) -o.(E. -«.1(5. -n) (5. -«.1 

nU) "••(Si -».)(£.-».! (E. -«.1 



«S-. ) = •• (£.-. - 1.) (S.-. -!■)... (£„. - 
e moltiplicando membro a membro ottengo 

/'(E.)r(e.)... /■(£.-.) = (-i)'""-'>o.-'n{j:.- e.). (S) 

Dalla (6) e (8) ricavo 

f{i,)flUì...f(^.-,) = -;^/ixi)r(x,)...r{x,) (9) 

dunque il prodotto 

rappresenta anch'esso il discriminante dell'equazione data. 

2* Una prima conseguenza del teorema dimostrato si trae facilmente svilup- 
pando in serie di Taylor te espressioni 

f [x. + ix,-x,)]. f [x^ + {xi - X,)] r [x.-i + (X.- x„-, )], f[x,+lx,~x,)] 
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Disposi* a tnl uopo le rftdici delln f{x) in ordine cresoento, cU« supponiamo 
sia xi, Xì , . . . x"-', Xb , esisUrnnno, pel teorema di Ralle, tra esse » — 1 radici 
renli e distinte che ammette la ffx) eguagliata a zero, che come abbiamo sup- 
posto Bono 

il. U É.-1, S.-., 

ebe supponiamo anche disposte in ardine crescente, e giacché tra due radici con- 
secutivo della flx) = se ne troverà una sola della f {x)^ Q avremo 

xi<Si<a:.<g.<...<a-._, <£..,<!,, 

quindi la f(x) doTrb oambiar di segno allorché, x, variando, passa dal valore xi 
a quello ^^i , quindi ta auceeseione 

rix,).nxtì fix.) (A) 

presenterà n — 1 variasioni di aegiio. 
Distingueremo quattro casi: 

a) Se il grado » di f\x) i della forma 4k Ìl discriminante k positivo, vi saranno 
nella snccessione (A) un numero pari di valori negativi, la fXx) negli zeri estremi 
xi, Xa assume valori di segno opposto dovendo la (A) presentare ik — 2 variaiioni 
di segno, sarà 

per precisare il segno di f(xi) e di f{xii) basterà osservare la prima e I'h'** 
delle (4) a delle (5), osservando per es. le [5) si trova che la prima contiene 4k — 1 
fattori negativi, mentre i fattori della n"^ sono tutti poeilivi, sarà quindi 

n*i)<o. nwo>o. 

La curva rappresentata da y^f'ix] dopo avere incontrato l'asse delle x iu 
Ei, £i. - - ■ . Eik-i giice tutta da parte opposta all'asse delle x. 

b) Se n = 4J:-|- 1, il dieoriminante sarà positivo, il primo membro della (4) 
ammetterà un numero peri di valori negativi, e dovendo la successione (A) avere ik 
variazioni di segno la derivata flx) in xi ed a:u+k assume due valori positivi 

r(*>)>o. />.!+> )>o. 

La curva rappresentata dall'equazione y =^ f'{x) dopo d'avere incontrato l'asse 
delle X in £i .Cii ■ ■ ■ .Ett giace tutta da una banda dell'asse delle x e nel semi- 
piano in cui trovansi le y positive. 

e) Se n-^Ak — 1, il discriminante sarà negativo, il primo membro della (4) 
ammetterà un numero impari di valori negativi, e dovendo la successione (A) 
avete Ak—i variazioni di segno sarà 

/'>.)>o, nx^-ù>o. 

La curva y ^f[x) dopo d'avere incontrato l'asse delle» in Ei, E>, • ■ •> Eik-ii 
giace tutta nel aemipiano in cui trovansi le y positive. 

d) Se n^= Ak — 2, il discriminante snrà negativo, Ìl primo membro della (4) 
ammetterà un numero Ìmpari di fattori negativi, e dovendo avere la successione (A) 
Ak — Z variazioni di segno, saranno f'{xi) ed fixt^^i) di segno opposta, cioè: 
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mpari ili fnltori negtilivi, U successione (B) doveodo prescotare 
i di segno, la f\x] negli «stremi preiiderii segno negiitivo 

La curva ^ = f(x) dopo incontrsto l'ulsa delle x nei punti 
xt, x± ... a;,k_i 
si estende nei due seniipiani determinati dall'asse delle x. 

Da qnautn abbiamo detto ai deduce che basta conoscere la forma dì m per 
decidere dei sejgui che prende la f{x) negli zeri estremi della sua derivata « vi- 

UiaasuuiinniD i risultati nel seguente prospetto 



4i-- 



4>0 f'ixiXG. fixii) >0 

4>0 f{xi)>(}, f'(a-4k+i)>0 

i<Oi f'ixiXO, f\xa-,)>0 
i> dire 






1°. La f(xì nello zero estremo a deaira di f'ix) prende valore negativo, ed f\x) 
nello zero estremo a destra di f{x) assume seguo positivo. 

2°. Se la fuuztone f{xj è di grado pari, negli ieri estremi della f'{x) prande 
valori negativi, mentre se è di grado impari prende valori di aegno opposto. 

3>. La f\xì prende negli zeri estremi della f{x) due valori di segno opposto 
se f{x) e di grado pari, mentre assume valori positivi se è di grado impari. 

Vincenzo Corbkiiti. 



SULL'IACOBIANO DI UN SISTEMA DI FORME 



In questa breve nota diamo una dimostrazione semplice e metodica 
del seguente teorema. 

L'Iacobiano di un aisttma di m forme algebriche 

f„f.,f....f. (1) 

dipendenti da m variabili Xi,Xt,Xt ... Zm è eguale al prodotto 
df\_ òF^ dFt_ dFj^ 

dXi' dXt ' ÒXt '" ÙXui 

essendo Ft l'espressione in cui si converte f» rimpiazzando la Xt col suo 
valore in funzione di U e di x»,Xt. ..Xm, Fé l'espressione che si ottiene 
mettendo in U al posto di Xi il valore leste ottenuto e al posto di Xt il suo 
calore in funzione di ìi,U e di Xa...Xm e così di seguito fino ad Fu- 
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Infatti riacobiano del sistema (1) e 





aj, ■ ■ ■ 






ì>f. 
Sx, ■ • • 


■ ■ ■ ilx. 


àf. 




• ■ • ili. 



In seguito alle sostituzioni indicate, le forme ft,ft,...fm si cam- 
bìeranno rispettivamente in Ft,F«,...Fni e le eguaglianze 

^, = F„ /■,= F, U-,= ¥^-„ /■m = F„ 

daranno, in virtù della regola di derivazione delle funzioni composte, 

àft__d¥t df^ dA 

dx,~df, ' dxi' òjc/ 



a/". 



~i>fi' 






axi ufi 



L ^ ^^4. ,M^^L^ (2) 

oF„. _a/l_ , oF™ _a/;5^ aFn. d^ , 0F5, 

" &A " ^^". 0/. ■ ax„ "•"■■■ "•" a/„-, ■ <)x„ "•" ò 
Se nel determinante che dà il valore di J sostituiamo gli elementi 
dell'ultima linea coi valori dedotti dalle (2), e sottragghiamo dalla 
detta linea quelle che !a precedono moltiplicate rispettivamente per 
0F„ 3F„ aF„ 



»/■. 


V. 


sfi 


ilxi 


Sx, ■ ■ • 


■ ■ ■ «X. 


Sf.-, 


J/-»-, 


òf.-, 


ax, 


iix, •• 


■■■ Ox„ 





0.... 


i)F. 
•••■ili., 



Questo nuovo determinante ha nulli tutti gli elementi dell'ultima 
linea, che precedono quello sulla diagonale principale. 

Fia in (iiipat.n Hnt'At'tninnnl'A rininin77Ìnmn irli ntomAnH «Inlln nnmil- 
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della diogouale principale, essendo gli elementi di questa 

dXi ' dXt '"' ÙXm' 



e, quindi, si avrà 



&A ùF^ òK flPm 
~ ùxi' òzt ' òxi'" òx^ e. V. d. 

A. BozAL Y Obbjebo. 



SU ALCUNI DETERMINANTI CIRCOLANTI ORLATI 



Consideriamo il oiroolanU di elementi aiiii...0n, quello di elementi bibt...bB; 
un altro di elemeDti r o . . . o ed un ultimo di elemtoti d o . . .o; orliamo il primo 

circolaale con gli altri formando il determinante 



bt bt - • -ha 01 fls ■ - - 01 

b» bt...hi a* ai ... O] 



ba bi . .. 6,-1 Un «i . . . Un- 
ii quale, a meno del fattore [ — l)*- * ', equivale a 



bt bt - ' *ba ni ai - ' 
ò] h , , .bi ai ai, . 



bt, bi . ..hn-i (■■ «i .. 



■ di Di si sottraggono riepst- 



tiramente le colonne 1*, 2*... »**'■■ moltiplicate per —, si ha: 



bi bt bt ...bn «1 — ^~r "1 — ti "T" ... da — 6, - 

d d 

bt bt bi — il ai — ^ ~r "» — fcj "T" . . - Ci — 6i ■ 



-6.— a, -È, 
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li l'eqUAzione 7(3:) = fa» per radici 

«, = ± Va, + rti «1 + . . . + fln ai--' (i=I,2...H)- 

e) Ritornando al cnao a) suppaniamo ai ^ ut =^ .. . an^= 1> ma (1 2 . .. >i) =^ 0. 
Allora il ciroolnnte di elementi 1 — b, x, . . . 1 — b„:r si riduce, sviluppato, Sem* 
plicemente a(_i)°x°{l 2 . . . h) + (~')''~'3:"'-' S <1 2 . . . 1" . . .n); la equazione 
f(x} = ha dunque, in questo cubo, m — 1 radici nulle, e l'altra è data da 
S(l 2...,\..n) 
^^ (l 2...n) ■ 

d) Restando ancora nelle ipotesi del caso a) supponiamo bi^ bt ^ ■■ .^K^i, 
ma 2 (r 2'.... ■...«') 4^0. 

In questo caso il circolaDte di elementi ai — xt .. .a, — a: si riduce, sviluppato, 
aempliceiueiite ad (1' 2' . . . n') — ^(1' 2'. . . 1 . . . >i'); la equazione f()c) = ha 
dunque, iu questo caso, n — 1 radici infinite e l'altra è data da 

^ d' 2' ....■') 

"^ :;(i'2'. ..;...,.-) ' 

e) Finalmente parti col a ri zzi amo il caso b) supponendo ai ^ a: = . . . ^ dn = 1, 
allora la somma aj + a: tci 4- . . . a^ ai"'' è nulla sempre, eccetto il caso a^ = 1 ; 
l'equazione <p(x) =^ Iin dunque iu questo caso 2(ii — ]) radici nulle e le altre dus 
son date da « ± V (!■ 

R. OocBiPiiiTi. 



QUISTIONI PROPOSTE 



642. Sia e" un cerchio fisso e e'* uu altro che rotoli sopra quello. 
Da un punto fisso A di e* si conducano le tangenti AM e AN a e'; 
il luogo dei punti di contatto M ed N è una sestica tricircolare. Si 
studino i punti singolari di tale curva. 

L'inviluppo della retta MN è una ellme. Quale relazione deve le- 
gare i raggi dei due circoli affinchè l'ellisse degeneri? 

643. Sia e* un cerchio fisso di centro C e e' uno di raggio va- 
riabile e di centro C, e sia P un punto d'intersezione dei due cerchi; 
il luogo delle ulteriori intersezioni tanto dei raggi CP cqu c*, quanto 
delle tangenti in P a e* con e'*, sono cottchiglie ai Pascal, simmetriche 
l'una delPaltra. In particolare se la distanza dei centri CC è metà 
del raggio di e' si hanno due cardioidi. 

6+4. Si considerino tutte le coniche simili y', aventi un fuoco P 
sopra un dato cerchio e' di centro C e di raggio r e aventi per di- 
rettrice corrispondente una data retta rf; si dimostri che: 

a) L'inviluppo di tali coniche è, in generale, una coppia di coniche 
simili alle y'- (*) 

b) Il luogo dei centri deile y' (quando queste sono coniche centrali) 
è, in generale, un'ellisse. 

e) Il luogo dei vertici delle y' è composto di due coniche, di cui 
una è sempre una ellisse, e l'altra è ellisse se le y* so>i dotate di 
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palmeote da Pappo nelle sue preziose Collezioni; e fa pure cenno dei pochi mate- 
matici, successivi a Paffo e anteriori a Cartesio, che si occuparono della quistione. 

Il capitolo VI è destinato a trattare delT influenza decisiva che sullo studio 
del problema ebbe la scoperta della geometria analitica. 

Il cap. Vii contiene la storia del problema da Cartesio ad oggi ed il cap. Vili 
tratta di alcune soluzioni approssimate, che possono avere qualche utilità dal punto 
di vista pratico, e che per la massima parte sono state trovate da ricercatori in- 
dotti, e che credevano con esse di avere risoluto esattamente il problema. 

L'opera è scritta con la chiarezza e precisione, consuete all'egregio A. e co- 
stituisce una lettura piacevole ed utile. K. 



LUIGI CREMONA 

Il 10 del corrente mese di giugno si spense in Roma di male car- 
diaco il Prof. Sen. Luigi Cremona. 

La sua morte è lutto della patria, che perde in lui una delle sue 
glorie più fulgide e più pure, un carattere integro e diritto, una 
inente superiore, che con eguale abilità si adattava allo studio delle 
più ardue ed astratte auistioni matematiche, come a quello delle qui- 
stioni politiche e sociali; è lutto della scienza matematica universale, 
nella quale ha lasciato tracce imperiture, nella quale insieme al Betti, 
al Brioschi, al Beltrami, che lo nanne di poco preceduto nella tomba 
ha occupato durante la seconda metà dello scorso secolo una delle 
posizioni più eminenti, onorando il nome d'Italia; è lutto delle scuole 
tutte italiane, delle quali nei suoi alti e molteplici uffici curava tanto 
bene gì* interessi. 

Luigi Cremona nacque il 7 decembre 1830 a Pavia, ed ivi compiè 
con somma lode gli studi liceali ed universitari, avendo a compagni 
Benedetto e Giovanni Cairoli. Nel 1848, lasciata la scuola, si arruolò 
fra i volontari, e per 18 mesi prese parte alle guerre dell'indipen- 
denza sul Piave, a Treviso e poi a Venezia fino alla capitolazione 
avvenuta nell'agosto 1849. 

Tornato a Pavia, continuò gli studi sotto la guida dell'illustre 
Brioschi, e conseguì la laurea e il diploma di abilitazione all'insegna- 
mento nelle scuole secondarie. 

Fu per alcuni mesi tirocinante e libero conferenziere nel liceo di 
Pavia; poi professore del Ginnasio di Cremona, e finalmente all'Uni- 
versità di Bologua per disposizione del Brioschi. Da Bologna passò 
al Politecnico di Milano, e finalmente nel 1873 fu chiamato a Èoma 
dal ministro Scialoia per riordinare la scuola degl'ingegneri e la fa- 
coltà di matematiche. 

Da quasi 30 anni egli insegnava matematiche superiori in quella 
Università e dirigeva la scuola degl'ingegneri, alla quale aveva data 
una vita novella e rigogliosa, circondato dalla stima ed ammirazione 
dei colleghi, dalla venerazione degli studenti; e la facoltà matematica 
stava decretando solenni onoranze al restauratore e riordinatore be- 
nemerito dei severi studi dell'ingegneria in Italia, quando la morte 
lo rapiva. 

Non ci proponiamo qui di analizzare l'opera magistrale del Cre- 
mona, ma non possiamo tacere come sia stato grandissimo merito di 
lui l'aver messo in onore in Italia gli studi di geometria pura, che 

Srima erano stati assolutamente trascurati, e di essere stato il fon- 
atore di una scuola geometrica Italiana, che vanta ormai numerosi 
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e valentissimi cultori. Colle sue ricerclie egli ha largamente mietuto in 
un campo ouaKi vergine ed ha dischiusa la via in un terreno poco 
esplorato aa altri valenti ricercatori. 

Fra le sue più importanti opere scientifiche non si può tacere dei 
lavori che si connettono al tentativo di costruire una teoria i>roiet- 
tiva delle linee e superficie algebriche, fra le quali notevolissima la 
memoria sulle superficie del terz online che ebbe il premio Steiner; e 
quelle relative alle lrasformazioiiiiiraiio>iali, cìie da lui furono dette 
creiiìoniauf, & che sono state la prima orìgine di tante ricerche im- 

Sortantissime, ed hanno contribuito a gettare nuova luce sulla teoria 
elle curve e superficie. 
È pure interessante ricordare come egli dedicò molta parte della 
sua attività alla didattica, quasi volendo dimostrare che gli studi più 
elevati non potevano fargli dimenticare il primo e modesto suo in- 
segnamento nel Ginnasio e Liceo; e la caratteristica del suo inse- 
Snamento fu sempre la cura minuziosa e delicata per i principi fon- 
amentali della sua scienza. 
Prova della sua attività in questo campo sono: 1° la traduzione 
degli ottimi Elementi di niatenintica di U, Baltzer pubblicata dal 18t>fi 
al 1868; 2° gli Elenienii di geometria proieltiva ad uso degli Istituti 
tecnici del reguo d'Italia pubblicati nel 187;ì, quando egli era profes- 
sore di geometria superiore al R. Istituto tecnico superiore di Milano; 
3° gli Eletnenli di calcoio grafico ad uso degli Istituti tecnici, pubbli- 
cati nel 11^74. La prima di queste opere destinata alle scuole secon- 
darie del regno d'Italia, non è giunta, almeno crediamo, alla 2* edizione, 
ma ha infuso una vita nuova all'insegnamento elementare, e ad essa 
hanno attinto quanti si son dedicati a migliorare l'insegnamento 
secondario, che era caduto assai in basso. 

Le altre due, che pure non sono giunte alla 2' edizione, e che sì 
riferiscono a materie che hanno fatto per pochissimo tempo parte 
dell'insegnamento tecnico, hanno largamente contribuito ad intro- 
durre l'insegnamento importantissimo della geometria proiettiva nel 
1" biennio dell'Università, e anello cos'i utile della statica grafica nel 
1° anno di applicazione per gl'ingegneri. 

Nei campo della statica grafica ricordiamo l' interessantissimo 
opuscolo Le ^i^fKre reciproche nella statica grafica (Milano, Bernardoni, 
1872), di cui il Migotti fece una traduzione tedesca a Vienna, nel 
quale si dà il metodo semplice e pratico oggi in uso per calcolare 
graficamente colla massima rapidità gli sforzi a cui sono sottoposte 
le varie parti di una travatura. 

Il Cremona ebbe tutti gli onori che si dovevano ai suoi altissimi 
meriti. Fece parte di quasi tutte le società ed Accademie scientifiche 
italiane e straniere, e fra queste citiamo la Società reale di Londra 
poiché ben raramente questa società conferisce un tale onore a stra- 
nieri. Dal l(j marzo 1879 faceva parte del Senato, e ne fu a lungo 
anche A'ice-Presidente; fu anche ministro della pubblica istruzione, 
ma disgraziatamente solo per pochi giorni, dal 1 al 29 giugno 1898. 
La lunga pratica della scuola fatta nell'insegnamento, nel consiglio 
superiore dell'istruzione, nella direzione della scuola degl'ingegneri, 
indicavano il Cremona come uno degli uomini politici più adatti a 
reggere l'alto ufficio di Ministro, la pubblica opinione prevedeva che 
avrebbe saputo fare molto bene alla scuola, all'istruzione e all'edu- 
cazione del popolo, correggendo tante cose; e forse per queste ra- 
gioni fu ministro solo per pochi giorni. 
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Ecco un elenco delle principali pubblicazioni <1isseminate nei pe- 
riodici scientifici e negli atti di alcune Accademie. 

Annali di scienze matematiche-fili chi pubblicati a Roma da B. Toiiolinl: 
1. Sulle iHtigenti sfeiu-conjiigHte. 6" vul. 1855. 
•2. Intorno iid un teoreitie di Abel. 7° vul. 1856. 

3. Siili» lìnee del txz'ordiiiB a doppia cuivaturs. 2- eerle. 1° e 2" voi. 1858-59. 
i' Jntiirtio alln superfìcie ilellH eevuntlR clnsse inscrittii Ìii una atesaa supvvtìcie 

aviluppabjle della quarta olaeae. S° vul. 185!^. 

5. lutoriui alle coniche insoiilte Ìii uua atessa BuperUcie sviluppabile del qunvL'or- 
dine (e lerzH classe) id. id. 

6. Soprn un problema generala di geoiitetrin. 3° voi. 1860. 

7. Intorno hH una pruprielìi delle superficie curve, che comprende in eè come cnso 

pHttlcuInre il teorema lii Dupiii sulle tangenti uunjufjnte. Id. id. 

8. Sulle coniche e sulle Huperficie di second'urdine congiunte. Id. id. 

9. Inturnu hIIh curva gabba del quart'ordine per Ih quale passa una eols superficie i 

di seciindo grsdo. 4* voi. 18(jl. 

10. Sopra alcune questioni nella teoria delle curve piane. 6° voi. 1864. 
Annali di matematiche diretti da Brloschi a Cremona (2* Serie): 

li. Rappresentazione di una classe di superficie tiobbe sopra un piano e determi- 
nazione delle loro curve assintoticbe. 1 voi. 1867-6». 
Noavellei Annate* de Malhématiquei par MM. Terquam et Gerono: 

12. Sur les coniques sphtìriques. 19" voi. 1860. 

IS. Propriété de la cubique gauche. Id. iii. 

14. Ménioire de Géomdtrts pure sur les cubiques gauchea. 2°" sèrie, 1 voi. 1S63. 

15. Démonstratiou géumetrique de deux Ibéorènies relatif à la aurface d'égale 
pente circonscrite à une cunique. A"" vul. 1865. 

Atti del p. Iititulo Lombardo di Scienze, lettere ed arti di Hllano: 

16. Sulle superficie gobbe del terz'ordiue. 3° voi. I8S0. 
Memorie dell'Accademia delle Scienze dell'lttitulo di Bologna: 

17. Introduzione ad una teoria geometrica <lalle curve piane. 12* voi. 1861. <*) 
JS. Sulle trasformazioni geoinetricbe delle figure piane. 2* serie, 2° voi. 1862. 

19. Nuove ricerche di geometria pura sulle cubiche gobbe ed io ispecie sulla pa- 
rabola gobba. 3" voi. 1863. 

20. PreliMiìnari ad una teorìa geometrica dalle superficie. 6* voi. 1866. (") 

21. Sulle tiasforniazioni delle figure piane. 2' serie, b" vot. 1866. 

22. Sulle superficie gobbe di quarto grado. 8° voi. 1866. 

23. Sugli inte^irali a differenziale algebrica. 10* voi. 1870. 

24. Sulle lìnee di curvatura delle superficie di secondo grado. 3' serie, 1° voi. (STI. 

25. Sulla trasformazione razionale di 2* grado nello spazio, la cui inversa è di 
4° grado. Id. id. id. 

26. Kap presentai io ne piana di alcune figura algebriche dotale dì curve cuspidali. 
2 voi. 1872. 

Rendiconto delle Sessioni dell'Accademia della Scienze dell'Istituto di Bologna: 

27. Intorno alla trasformazione geometrica dì una figura piana in un'altra pur 
piana, sotto la coudizioue ohe ad una retta qualunque di ciascuna delle dne 
figure corrisponda nell'altra una sola retta. 1861*62. 

2S. Sur les transformations géométriques des flgures planes. 1873. 
Journal fOr die relne und angewandte Mathematlk: 



<■) Il Curtu ne faia d*I ISU un* «diiioiiB tsdasca ■ Grainwald. ebe fu plb tardi rIatinipaU 
Il CilTirj a Barlino a tradotta In lingua boema a Prxga nel ]8:S dal Weyr. 

(•*) Il Cnrtu ns Caca una traduilona ladaaca parlino. Cilvarf, 187D| agglungsadovi la JMnsii'a 
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80. Nota tur IcB ciibiqUfB gaucliea. 60° voi. Itj62. 
31. Sur tea surfnce gaachea dii S" il«gré. Id. id. 
82. Sur Ics iij'perboluldas i)b niUtioii qui paesent par una cubiqi>« gnuclia donnea. 

63" voi. IBB*. 
33. Sur Ia enrfuce itu quatiiètii* ordra qai a la propriélé d'etra coupde suìvaol 

i<eux eoniquas par clmcuii de Ben plana taiixenta. Id. id. 

84. Sur J'bypacyclulile il troia rebrausseiiianta. Id. Id. 

85. Mémoira da geometrie [iute aur U» surfacea ilu truiajètna ordra. 68* voi. 1868. 
Compia! Randua babdamadalraa dat Siuoaa da l'AnuUinia dat Sclaacn et Paria: 

36, Caurbaa gsuobaa décritas sur la aurfnea d' un byperbololda ù une nappe. 



m CONGRESSO INTEBNAZIONÀLE DI UUmU 

IN HEIDELBERG 1904 



L'ÀBSociazìone matematica tedesca, che fino dal congresso di Pa- 
rigi del 1900 s'incaricò di organizzare questo terzo congresso inter- 
nazionale ha pubblicato il seguente 



Programma. 



Lunedì 
Martedì 



! agosto ore 8 
t , , 10-lS 
. 16 
. 18 
) , „ 9-11 ì 
, 12-14/ 
, , ore pom. 
. - 10-13 
» , 18 
i . . 9-11 \ 
, 12-14/ 
a ore pom. 



Ricevimento dei congressisti. 
Prima seduta generale. 
Formazione delle sezioni. 
Banchetto. 

Adunanze delle sezioni 
Hiunioni sociali. 
Seconda adunanza generale. 
Gita e illuminazione del castello. 

Adunanze delle sezioni. 
Riunioai sociali. 



Sabato 13 . , 9 Seduta d'affari. 

, I. . n 10-13 Terza adunanza generale. 

Il congi'esBo conterrà sei sezioni, cioè: 1* aritmetica e algebra, 
2* analisi, 3* geometria, 4* matematica applicata, 5* storia della ma- 
tematica, 6* pedagogia. 

Il prezzo della tessera, che dà diritto di prender parte a tutte le 
sedute e festeggiamenti (compreso it banchetto) è di 20 marchi per 
ì congressisti, di 10 marchi per le persone di famiglia. 

In occasione del congresso si festeggerà il centesimo anniversario 
della nascita del grande Jacohi, e si terranno due esposizioni di mo- 
delli matematici e di letteratura matematica, limitate all'ultimo de- 
cennio. 

La corrispondenza relativa al congresso deve esser diretta al pro- 
fessor Dr. A. Krazer, Karlsruhe i. B., Westendstrasse 57, 



FR.E3WI10 BOLYA.I 



e del centesimo 
endemia Unglierese della scienze ha fi 
inedaglin e in un» somma dì 10 mila 
nel 1905 e aucceBsivamente di 5 in ! 
matematica (presa nel senso piii gene: 
precedenti, qualunque sia la lingua in 
è atati pubblicata. Nel mese di marzo 

ininatrice, composta di due membri interni e di due membri stranieri, la quale i 
riunisco in ottobre a Budapest. 

EHtT.-CoMiaa. ~ Kal ^am. preudaita (u ornata per «rron U none del Frot Belali fri 



della nascita di Qiovannl Botyai l'Ac- 
1 il premio Belgai consiateute In una 
le, da conferirei, per la prima volta 
i, all'autore delia migliore opera di 
comparsa nel corso dei cinque anni 
ìs atata scritta e la forma nella quale 
:ademia r ' ~ 



DI MÀTEMim ITiLUNI IN N'APOU 



L'Aìsocìkeìodc * Matheais , (Torino, Corao S. Martino. 1) rende noto che il 
/// Coagrtsto dti Profnsori di mativiatica dtlU scuole medie, dfi lei promosao, si 
terrà in Xapoli Dei giocni li, IS, 16, IT aeltetnbr«. 

Nei primi tre gioriii suranno trnttati rispettivamente i seguenti temi: 

I*. Studiare le cause del poco profitto ohe fanno Dello studio della malenialici 
ì giovani delle nostre scuole medie, e proporre i mezzi per ovviarvi. 

2°. Kstensiorie e limiti dell'insegnamento della matematica in ciascuna dei due 
gradi, inreviori e superiori, delle scuole medie. 

S". Sulla convenienza di rendere non obbligatoria la Inurea in matematica a 
chi vuol conseguire il Diploma di magistrru per le scuole ineilie. 

Il giorno 17 è riservato ni Soci dell'Assaciazione * Malbesis , per discutere 
questioni di ordine interno. 

In fine delle sedute saranno lette le Comunicazioni degli aderenti, ohe n« 
avranno annunziati i temi alla Presidenza entro il \h di agosto. 

Pnò aderire al Congresso qualunque professore di matematica di scuole medie 
e di Università d'Italia. 

Per aderire si invia una quota di Lire Cinque al segreta rio-economo dell'Aa- 
Booiflzionr, Prof. FiLiBBBTO CASTBLLANn, Corso Vittorio Knianurle 16, Torino, in- 
dicando il nome ed il precieu indirizzo: e ni ricevono, in «poche convenietili, le 
bozze di stampa delle relazioni sui tre temi del Congresso, la tessera di ricono- 
Bcimerito e il volume degli alti del Congresso. 

Una circolare colle precedenti notizie venne già inviata a tutti i profeuori di 
matematica d'Italia; ma si ba timore cbe non a tutti sia pervenuta, e si (iregano 
i Bigg. Professori di tener conto della presente comunicazione. 

Il Preaiiìenle dtl ComUato DirMÌPO 
Prof. R. Brtazki. 



CONDIZIONI DI ABBONAMKNTO 
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LIBRI ED OPUSCOLI RICEVUH DALU DIEZIOIIB 



Alasia. — Fltuiont di nii'aita pritmalica. (Raswgpa tecDÌeli, 1903] 

Bbbzolari. — Sopra un Itortma relniho allt eoUìntazioni. (* Rendicooti , 
R. lat. Lombardo di sciame e lettere, 1903.) 

L'Eiicìidt tiiiendaCo dal Prof. Gerolamo Saccheri, t 

Prof. G. Boccai'ditii eoo 55 jncisioni. (Manuali Hoepli, 1 
■Dom. — ArUmtlh-a generalf. Treviso, Zoppelli, 1908. 

iiM). — La formoli! di H'an'ng e sue notteoli appU'eatù 
"co acolaatica, Lecco, 1903.) 

— Eleiiitiitì di aritmetica ragionata t di algebra : 
daria. Libro IH ' 1 numeri uegatìvì ,. Napoli, Peli 

lA. — Sidl'ìMtgnamenlo deW aritmetica pratica i 
(Bollettino di matematica, 1903.) 



iiiiponli p, che rerificano la congrue 
li matematica pura ed applicato , 
azione deìle 
. 1903.) 



(Natui'visiiensclinft lichen Rundscl 



i governativi. Liv< 
>rna, (il usti, 1904. 



delle scuole secondi 



■em. Tip. del Ti 
-'tbra und Ani 



APPLICAZIONE-W-eN-eoKCETTO NUOVO 

nll'fliinlisi iiideterminatii nritmeticii e alg:ebrica di 2° grndo 

con una nota sai l'equazione di Peli. 

tContiiy. . fine. r. f,x,c. p,>c.) 



CAPITOLO SECONDO 

(Cago algebrico) 



I. Sia D \m polinomio intero rispetto ad una lettera n. Il polinomio 
sia inoltre di grado pari (questa condizione è necessaria se, come in 
appresso supporremo, l'equazione a.-' — Di/'=1, per x ed y interi ri- 
spetto ad a, dev'essere possibile). Si ponga, come sempre è lecito: 

dove 0) ed r indicano polìnomj ortlinati per le potenze discendenti dì a, 
e di cui il primo supera il secondo in grado. Supponendo che il segno 
di (Il aia stato fissato una volta per sempre, si dirà che w è la parte 
intera ed r il resto della radice quailrata di D. 

Un binomio della forma E -4- F \'iy, dove E ed F indicano due fun- 
zioni razionali dì a, si dirà iperbolico, se la parte intera del quoziente 
E : F sarà eguale ad io, parte intera di iD. Ciò non avvenendo, il bi- 
nomio si dirà ellittico. La ragione di queste denominazioni si chiarirà 
in appresso. 

Un binomio iperbolico o ellittico non muta specie se si moltìplica 
per un fattore qualsiasi razionale in a, perchè tale moltiplicazione non 
altera il rapporto E:F. 

Due binomj con eguale rapporto caratteristico E : F si stimeranno 
equivalenti. Posto E : F = n, a tutti i binomj il cui rapporto caratte- 
ristico è |i, corrisponde un'unica sostituzione 

^¥^) 

sulla variabile ^- _ __ 

Un binomio E + F v'D ne ammette infiniti equivalenti e-\-f\ì), nei 
quali e ei f sono interi rispetto ad a. 

I binomj iperbolici formano «n gruppo, cioè: il prodotto di d^ie bi- 
nomj iperbolici è iperbolico. Siano infatti E + Fy!), E' + P'iD due 
binomj iperbolici. Se ne faccia il prodotto, dopo averli scritti sotto 
la forma: 
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(e, e' razionali; e,f,e,f' interi rispetto ad a). Si ottiene: 

,i[„- + -Dff + {,f + enSi>\. 
dove 

e' + -Dff 
ef + ef 

è il rapporto caratterietico. Posto: 

« = fu, + X ; e=r«, + V, 
(e per X e 7.' saranno da intendere due polinomj interi di grado ordi- 
natamente inferiore ai gradi di /' e di f), il precedente rapporto si 
potrà scrivere: 

., , vff + ri: 
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nella quale P, Q, R, S indicano polinomj interi in a, di cui il primo ha 
grado non minore del grado del terzo. 

Dimostrerò il teorema per induzione, e a tal fine proverò che, ae 
esso vale per fin, prodotto di « sostituzioni del gruppo P', vale anche 
per ir„4.i. Verificato poi che per « = 1 il teorema sussiste, esso ri- 
marrà dimostrato per n qualunque. 

Supposta pertanto vera la (C), vi si operi sulla z una sostituzione 
iperbolica qualunque 

1Ì2 + D 

ridotta alla forma 

pz + ^q 

qz + p 

ipe q interi rispetto ad a). Il primo membro si muterà iu i:„+i, e si 
avrà quindi: 

Per trasformare questo 2° membro, si ponga nella (C): z = \D; verrà: 

V^ = (»- -If^). 

d'onde si vede che _ 

FyD + Q 

KlD + S 
è il quoziente completo (» + !)■"" dell'ordinario sviluppo di iD in frA- 
zione continua. Ma è noto che il detto quoziente è pure della forma 

T+l'D 



dove r e 


e sono interi; perciò: 

Pl'B+Q Y+lB 
E VD + s e ' 




eguaglianza che si risolve nelle due: 






Qe— sr = RD. . 




Dalle 


quali facilmente: 




pT + qQ 
pR + qS 


Y yS + D}R Y+ «1 , 1)S + D?R — »(pR + ?Sl 
9 """«(/jR+jS) e ' e(j)R+5S) 
Y+io 1 {p — qa){S~Rn) + rqR 
8 ' e (J.R + }S) 



perciò: 
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mediante la solita divisione dei termini in z se ne trae: 

y.2+Dg, ^ / q^z + p, \ ^ / gì? + pi \ 

§i2 + pi l ' ?> + p7 l ' ' qz + 7;'/ ' 

nella quale ultima il grado di q (resto) è minore del gi'ado di q^ (di- 
visore). 

Osservazione. - Se 6 è indipendente da a, l'esposta dimostrazione 
non esclude che tra n„+i e la parte intera di 

pP+9Q 

pR + ?S • 

possa esservi differenza; ma prova al tempo stesso che tale differenza, 
quando esistesse, sarebbe un numero indipendente da a. E allora nei- 
r eguaglianza 

^(pP+gQì + pQ + DgP _ f P> + Q' \ 

z (pR + ffS) +pS + D3R ~ 1"°+' ' Rj + S'j 

P' ed R' sarebbero di egual grado, secondo nell'enunciazione del teo- 
rema fu preveduto. 

3. Corollario I. - il parametro o rapporto carntUrisfico del pro- 
liotto di n sostituzioni dal gruppo V e il radinole VD, smliippali »i fra- 
zione continua, hanno comuni t primi n quozienti incompleti (salvo negli 
estremi la possibile d.i(feretìza ili vna costante additiva). 

Se infatti nella (C) si pone e ^00, dopo avere eseguita le molti- 
plicazioni operative indicate nel 1' membro, questo si riduce al rap- 
porto caratteristico del prodotto t:^, mentre il 2* membro diviene: 

Pertanto, se il grado di P è maggiore del grado di R, l'enunciata 
proposizione è evidente. Se poi il grado di P è uguale al grado di R, 
il quoziente incompleto n'"° relativo al rapporto caratteristico si ot- 
terrà dividendo il 1° termine di R pel 1" termine di P e aggiungendo 
ad »a la costante che ne viene. E allora lo sviluppo di yl) e quello 
del rapporto caratteristico avranno comuni i primi n — 1 quozienti 
incompleti, ed eguali altresì i susseguenti, salvo una costante additiva. 

Corollario II. - Il rapporto caratteristico del prodotto di n bitiomj 
ipeì-bolici e il radicale yD, sviltippati in frazione continua, hanno comuni 
i primi n quozienti (salvo negli estremi la possibile differenza di una 
costante additiva). 

È una conseguenza del corollario precedente e dell'isomorfismo 
tra il gruppo T' e quello dei binomj iperbolici. 

-Esempì. - Sia: l) = ((i" + !;" + «, epperò 

VD = (a*+l ,2<i .|-g- ,...). 
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Il rapporto caratteristico relativo al prodotto dei biuomj iperbolici 
«'+1 + VD 

"*4-«-l+{«'-l)lD 
a'-\-a-l-i-a\ìy 

ia" + Sa^ + :ì«' + 2>i* — 9ff* 4- «* ~ 4a 4- 2 
ia' + 4«» 4- a* - 4a» -r a* — 5<i 4" 2 ' 

e il suo sviluppo in frazione continua comincia appunto con i quo- 
zienti incompleti: «'4-1. 2fl,^ — „, come è facile verificare. 
Sia invece: 

D = (a' + D* — 2; VT3 = (fl» 4- 1 . — «' — 1 ,...). 
Il rappoi-to caratteristico del prodotto 

[„* + „_ 1 + („»_!) VD][«' + a-l + «l^], 
è 

2«^4-2a* — 4q' + «' — fi + 1 
2a'' — 2a + l 

Sviluppandolo in frazione continua si trova cbe il primo quoziente 
incompleto è «'4-1, come quello di>D; ma che ìl^condo è — n* — \ 
e differisce dal secondo quoziente incompleto di)D della costante 4. 

Cov.QLi.xniQ \l\. - Comunque una sostilmione iperbolica o un binoiaio 
iperbolico fi decompongano in fattori (sostituzioni o binomj iperbolici), ii 
numero dei fattori sarà limitato. 

Perchè, se la decomposizione si potesse prolungare all'infiaito, il 
rapporto caratteristico della sostituzione o del binomio avrebbe co- 
muni con I D infiniti quozienti incompleti. Ma ciò è impossibile, perchè 
il rapporto caratteristico è razionale, opperò si sviluppa in frazione 
continua limitata; mentre per contrario lo sviluppo di yD è infinito. 

4. Definizione. - Si dirà indice di un binomio iperbolico il mamma 
numero di fattori iperbolici ne' quali esso è decomponibile. Ai binoiiij 
eliitlici si attribuirà, per conremionf-, l'indice zero.^ 

Per determinare l'indice del binomio E +■ F VD, se no svilupperà 
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si trae: 



E + FVD = (^p^ 



(H + K VD). 



Se dunque H + K VD è iperbolico, E + F VD si decompone effettiva- 
mente in V fattori iperbolici, perchè 

r 
è certamente tale. Così, se 

D = (a»+l)« + a ; (o = a« + l; 

E = 2a^ + 4a*^ + 2a* + a' + «' — « — 1; 
F = 2rt'^ + 2a» + a» — a, 

si trova dapprima 2, come limite superiore dell' indice. (*) E poiché 

(E + FV'D) (>^ — (!)) = («« + «* + «' + l) + (a* — l)VD; 

dove il 2® membro è iperbolico, si conclude che il cercato indice è 
per l'appunto 2. 
5. Sia l'equazione 

(D ed N interi in a), da risolvere in polinomj interi. Si supponga che 
in D e in N i coefficienti siano reali; che il coefficiente del primo 
termine di D sia positivo ; inoltre si disponga del segno di w per modo 
da averne positivo il coefficiente del primo termine. Finalmente, poiché 
i segni a; e di y non hanno importanza nella questione, essi s'inten- 
deranno regolati in maniera che i primi termini di a; e di y abbiano 
egual segno, talché ninna elisione sarà possibile in rr + w.V fr»- i ter- 
mini di massimo grado. Si dirà inoltre che una soluzione (a?,?/) è d'indice 
0, 1, 2..., quando il corrispondente binomio x-\-y}D è d* indice 0, 1, 2.... 
Le soluzioni d'indice zero si diranno ellittiche; iperboliche le altre. 

A un binomio x -\- y VD a segni di a? e di y non regolati, corrisponde 
sempre una soluzione: ma, regolati i segni, tale sobizione potrà essere 
(a:, y), oppure {x, — y) o ( — x, y). In questo secondo caso, ove cioè 
occorresse mutar segno ad una delle incognite, ad un binomio iper- 
bolico corrisponderebbe per esempio una soluzione ellittica; bisogna 
perciò ben distinguere tra binomio a? + y y'D e la soluzione che se ne 
deriva. 

Per grado di una soluzione s'intenderà il grado del relativo valore 
di y; esso determina evidentemente un limite superiore pel grado 
della X. Le soluzioni di cui si conosce il grado o un suo limite superiore 
si sanno trovare. Basterà per trovarle mettere la y e la a? (delle quali 



f*) II rapporto E:F e il radicale \D hanno infatti comuni i primi due quozienti incompleti. 
Fatta astrazione da una costante additiva, essi avrebbero comune anche il terzo: ma ne) caso 
presente T indice del binomio non può essere 3, com'è facile vedere. 
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D'onde, considerando cbe nel primo membro il grado del 2* termine 
prevale : 

grado tùyi/i ^ grado N 
e conseguentemente: 

grado u)y' > grado N. 

GoROLLA&io. - Le soluzioni ellittiche si possono riguardare come note. 
Infatti la condizione 

grado ti»y':£ grado N 

fissa il limite superiore del grado che può e deve avere la y di una 
soluzione ellittica. Conosciuto il lìmite superiore del grado, si trove- 
ranno le soluzioni come sopra fu detto. 

6. Problema. - Trovare tutte le soluzioni d'indice non superiore a 
un limite dato. 

Sia 5 questo limite. Fu già visto come si trovino le soluzioni ellit- 
tiche o d'indice zero. Sia dunque [x, y) una soluzione iperbolica, d'in- 
dice non maggiore di S. Percorrendo la serie 

(x+yVD), (x+y>'D)(Vl)-o,), (x+!/VD)(VD-«>)V.. (x+j,>D)aD-<o>, 

cbe comincia da un binomio iperbolico, si dovrà, dopo alcuni termini 
iperbolici, trovarne in essa un primo ellittico: 

(j; + ?/V'D) iyÙ — iùY'. 

Se cosi non fosse, significando con H-f-KlD un binomio iperbo- 
lico, sì avrebbe, per tutti i valori di Si da 1 a S inclusivaniente: 

(x + J/^D) ClD-a>)^'=H + KVD; 
ovvero 

« + ff VB = ('^5±i>y' (H + K VD) i 

e il binomio a; + y ''D sarebbe decomponibile in 5 -f- 1 fattoriiperbo- 
lici almeno, contro l'ipotesi. Sempre indicando con H-|-KtDun bi- 
nomio ellittico e con 5i un intero non superiore a ?, sussisterà dunque 
l'eguaglianza: 

(x + y il>) (yC - w)''. = H 4- K iD. 

£ qui due casi potranno darsi : 1" che (H, K) sia soluzione, e na- 
turalmente dell'equazione 

che cioè H e K, quali conseguono dal calcolo dell'espressione 
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d'onde e dalla precedente disuguaglianza si deduce: 

grado N(— t-)^i> grado K'rw, 
e conseguentemente: 

grado K'(i)< grado N(— r)^', 

come bisognava dimostrare. Dunque: Se l'esponente Si prefitte tutti 
i valori da a ò itichisivameìUe, e se (xo, yo) è soluzione ellittica del- 
l' equazione 

le soluzioni d'indice uo» superiore a 5, relative all'equazione x* — Dy'=N, 
si otterranno dalla forinola: 

Nota. - L'ultima formola dà bensì tutte le soluzioni d'indice non 
superiore a Ò, ma non è provato che dia quelle soltanto. Così puce 
non è da credere che la a; e la y corrispondenti a una (r», yo) qualsiasi 
verranno intere (v. anche l'osservazione al n. 3, del precedente capitolo). 

7. Si ammetta ora la possibilità dell'equazione di Peli: 

e dico si ammetta, perchè tale equazione, sempre possibile quando D 
è un numero intero e positivo, potrebbe non esserlo quando D è po- 
linomio. Aggiungasi che non si conosce in questo caso criterio alcuno 
di sicura riuscita_per giudicare della possibilità dell'equazione. È 
bensì noto che VD — tu dev'essere sviluppabile in frazione continua 
periodica secondo un noto algoritmo del prof. Pincherle; (*) un 
altro criterio di possibilità meno restrittivo viene anche dato in ap- 
pendice del presente scritto: peraltro siffatti criterj, fondati sulla 
periodicità, cadono a vuoto quando il periodo né si manifesta uè si 
può escludere « priori al prolungarsi dei calcoli. 

Se non che pel fine del presente scritto basta sapere che jD — m 
è sviluppabile in frazione continua periodica: tale frazione, per un 
noto teorema del Pincherle, è poi convergente per tutti i valori dì a 
abbastanza grandi. Supponendo possibile l'equazione di Peli sussisterà 
dunque un'eguaglianza della forma: 



il secondo membro della quale, convergente per valori molto grandi 
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per esso e pei valori maggiori si abbia: 1 = — cu. Se infatti per z 
comunque grande tra I e (— w) esistesse una differenza (polinomio 
intero in a), sì potrebbe regolare la grandezza di a per modo che il 
limite di quella differenza per z^ co fosse differente da zero. Ma ciò 
è assurdo. Infatti, per z infinito : 

espressione quest'ultima che per a grandissimo tende a zero, qua- 
lunque sia 2. Da ciò si conclude che, per z sufficientemente grande, 
la parte intera del quoziente » : v sarà ( — u), come nel caso aritme- 
tico considerato al n. 4 del precedente capitolo. 
EsBUPio. ' L'equazione sìa: 



e inoltre 



-(a'+4)y' = 



« = ^+1; 



Posto : 



si avrà: 



i- + 2o'--2- + Ii , = --g- + -^-» + -g-; 



e sì trova che la parte intera del rapporto m:c è ( — w); nel caso 
presente { — a). 

8. La proprietà testé dimostrata e l'altra: che l'equazione Pelliana 
> non può ammettere soluzioni ellittiche o d' indice zero (*), ne pon- 
gono in grado di applicare per filo e per segno al presente caso 
algebrico la dimostrazione che, pel caso aritmetico, si legge a! n. 4 
del 1" capitolo, concludendo come ivi: Se (a, 5) è \ina soluzione qua- 
lunque dell'equazione di Peli, tutte le soluzioni dell'equazione 

a;' — Dy' = N 
sono date dalla formula 

il secondo membro della quale va esteso solamente a quelle soluzioni 
particfÀari (x', y') il cui indice non supera la metà dell' indice della s<^u- 
zione dell'equazione Pelliana. 



f) Fertili 
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Le soluzioni d'indice non superiore a un dato limite si sanno tro- 
vare; l'equazione x' — Dy = N è dunque risoluta. 

9. Anche pel caso algebrico vale il teorema : Tutte le loiuzìoni 
dell'equazione 

sono esptimibili mediante una soluzione quahingue dell'equazione Pelltana 
e mediante le soluzioni ellittiche di un sistema finito di equazioni note, 
il numero delle quali è fisso e indipendente da N. 
Dicasi infatti i] la parte intera del quoziente 

ind(ìt4-3vD) 
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Nota SDireqnazione di Peli 



Affinchè l'equazione 

tia riìoliibìli in nuiiitri interi quando D i un intero potitieo, o in poiinomj interi, 
quando D Ì uit polinomio intero di grado puri per rispetto ad una lettera fi. i ne- 
ceasario e suf/ìeienle che \ D «lu sviluppabile in frazione continua periodica aempiici 
secondo un qualche algoritmo; {'} che cioè tiuiiala un'identità della forma 

VÌ)=(«„ ">.... ,0„. r + VB), 

doee Ut, > 1., indicano numeri interi (politivi a negativi) se ì) ì numero, i 

polinoHij interi, se D è polinomio. 

1. La condizione è sufficiente. - S'm inTAHi 

fD={a,. a»,...H., c + ÌD). 
ludicKudo coQ~, — .... le ridotta coDBecutive JelU frazione contiiiuti 

(ai, oi. ai, ...)> 
r identità precedente bì potrà scrivere; 

eguaglidoZA che sì risolve nelle due: 

cq^ + 9.-1 = p„ 

"/'= + JJ1.-1 = Djn 
d'onde, eiimiiiftudo e: 

p'» — Dg'. =± 1. 

Se vale il segno superiore, il teorema è dimostrato; se no, ponendo 
X = 2pK + 1 
H = 2p.q.. 
ai soddisferà, come è noto, l'equuzioue 

x' — Dy'=l. 

2. La condizione i necessaria. - Sì supponga infatti che l'equazione 

*' — Dy» = 1 
«ia soddÌBfatta da x = x, !(=^, talché si abbia: 

(*) NaI (UD sp**iii1a in i^ul l'ilgonUno i qnallo dui Pmcbsrie, iì taoramu fu gii dato dklln si- 
in uui Di noachb i quoiienti inaamplatii aaua numeri iutaii a politili: au auo poggili la fimoBS 
dim-Mttulone ligniigiani dalla potaibililà dell'aquuioiia di Fall. 
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Certuni e ut e a « p (tiuiiieti u pulitiumj) SHmiiiiu piiiiii Iih Iuio. Perciò, ae si 
iivilii|>pii il quuzieiite a:^ in fiuziuiie caiitìuiix dividetiJu s per f, |i per il resto, 
il 1° restu pel 2" restu ecc., non salu lu bviluppu naca liiiiiUtu; lUA l'ultiiuti t>ui 
ridotta Bara a : ^, tanto per liepetto al valure come per riHpettu ai termiui. Iddi- 
canile con p\q la penultima riJotta e ciin n il 111111161-0 delle ridutle, si avià 

aq- p,, = (— 1)". 

Qui sono da distini-nere i due casi; fi puri; » dispari. Se » è pari: 

a" — D;' = ag - J/i = I. 
d'onde: 

« m-,, 



Detto pertanto e' un fattore di propurziunnli 
DS-,,. 
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CoROLLAHto. ~ St il radicali yD ti tviiuppa in fra^ont eoHtmiia ptnodiea 
semplice iu un certo modo, e te il penultimo termÌHe del periodo è l'uMità, il radi- 
cala tttMto n tvHapptrà in froiiont rontintia periodica templiee anche in un secondo 
modo, di/ferentt dal primo. 
Sia infatti 

yD = («„ ».,...a,-i, 1, c + Vd). 
e ai ponga: 

(ai, ai, ...o„_i, 1) = 

Sa n è pari, sarà, come già ai vide: 

.(•-Dp'=I. 
Ma ai noti cb«, svilpppando h:i> io fraùoiia continua, non ai tornerà alla forma 

(di, di,. ..<Ii,|, 1) 

con un numero pari dì quozienti incompleti: si troverà invece 

(o„ n„. ..«._,, l + fl„.t). 
dove il numero dei quozienti incompleti è dispari. Talchi, indicando con p:q\iL 
penultima ridotta di queatii frazione continua (l'ultima è u:v), dovrà aversi: 

vq — np = — 1 = D*' — 11'. 

Cliiameto pertanto k un fattore intero di proporzionalità, ai avrà conaecutivamenle: 

J)v + p = ku 

= («,, ii,,...fl.-s, 1 +<!„-,, ~k-a,. -a t + VD), 

che rappresenta un aeoondo modo di sviluppo di yD in frazione continui) perio- 
dica aemplice. 

Alla Btesaa ooncluaìone e con ragionamento consimile si giunge, qualora nella 
formola 

VD = (<.,. <r,....a„.,, 1, c + VD) 
n ai anpponga dispari, e eonsegneutemente : ii' — Do' = — 1. 
Esempio. — Posto: 

D = 253:'— 14x + 2, 
è facile veriJìcnre che 

VD = (5i — 2, I, I, 1, 1, 5* — 2 + ^0). 
Qui il periodo è 

(1, 1, ], 1, 10:>: — 4), 

col penultimo termine eguale all'unità. Perciò ei ha pure: 

VD = (5i-2, I, 1, 2. -10i + 3, -1, -1, -2, 5j:-1 + Vd). 
come è facile dedurre col ragionamento fatto aspra, oppure verificate diretta- 
mente. (•) 

G, Fbattini. 
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UN NUOVO SISTEMA DI DEFINIZIONI 



GEOMETRIA EUCLIDEA™ 
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Dapprima il Piscb, die nel 1882 {') riuscì a definire tutti gli altri simboli 
mediante i quattro seguenti : 

1) punto, 2) atgmenio (di retta),]') S) gl'uno, (') 4) è lovrapponibSe a. 

Poi il Peaho, che nel 1889 (*) riuscì a definire piano mediante punto e 
segmento, s che nel 1894 (') eostitul nel sistema di simboli non definiti è aovrap- 
ponibiU a con moviintnto, [') riducendo questo siatoma ai simboli: 

1) punto, 2) segmento, 3) movimento. 

Infine il Pieri, che nel 1899 (') è riuscito a definire segmento, medinnt« punto 
e mociinento. 

Per conseguenza, tutti i aimboli che sì incontrano nella Geometria euclidea 
posiono teiiir definiti mediante due ioli di essi, cioà 

1) punto, 2) movimento. {') 



§ 2. — Questione. 

Si può chiedere; Per quanto semplice eia il aislemn di simboli non definiti scelto 
dal Pieri, non ti potrebbe trovarne uno ancor più semplicef 

Anzitutto convien precisare questa domanda, togliendo alla semplicità cui si 
allude ogni carattere di relatività e di soggettività. 

Ciascun movimento, aecondo il Peano e il Pieri, à una funiione che trasforma 
in nn particolar modo i punti in punti. 

Ora, poiché: 1" ì pnnti distinti sono innumerevoli, 2° vi è un movimento, al- 
meno, che trasforma uu punto dato in altro punto dato, 3° due movimenti che 



{<) Alla parolu itsmiaio convien àtite il luo slgniilciito tlmuniare e non prititìlioa; dna punti 
dlatloti sono dunque estremi d'un «ojo segmento. So « e A eeiio punti dietlnll, invece dells p^Hm 
nmitnua "seginonto ai,, ai pnò sonsidersro dsppri ma, quale simbolo non dcftnlto, li i-rfajjone (Vu 
IrB punti ■■ I i un punto sitnato tra o e i „ la quale consente di onnnciare questa diflnSiionc: 
* segmento ùb , significa • flgurs cui appsrteugoiio a,b e lutti i punti i situati tra o e ò ,. 

(>) Ami, wiluito parli fluita di plano. 

m l priKcìpii di geemaria logUaaunli tipo,». Boeea, Torino. 

(•) Ali fmdamtnl! /Ulla gtomiliia. (Revue de Matliémstlquos, Tnrìn.) 

t»l modo si viene h considerare c(o««n mon'inenlo quale wjoojjoi-lieolar» di /"«mioM che trasforma 

evidente: eie ,.._ 

not^ il simbolo è toerapp,.-.,...^ ,-. .- ^ ^..^ . — b - — ^ ^-- —^r,-.^ ^ »..»..^ ..u^ 

trasforma agni figura in una flgura che i auvtnppoaibile alla figura data „; e, reciprocamente, sup- 
posio noto il simbolo movitutnlo: so a e k sono llguro, allora 'ai sovrapponibile a &„ significa 
coincide con » „. 

(Ito (Memoria della R. Accademia delle 
Sclenie dì Torino). 

(•) Pars che tutto quanto ha rammentato sinora non sia molto noto, |ieic]ii> in parecchi lavori 
che si prefiggono di analiziaro i prinripi della Qnonietria, ai incontra nn numero ben maggiore di 
simboli non definiti. Cito ad eeemplo: KiLi,iN<t, KinfUki-ìiHg in die GmnilagtK drr Gromtii-ir, 1898. 
Hilbert, ai-unilagm dcr OcomilnV, 19(I0. EKHiqUEs, t/HaUcni i-ianaedanli la gtomtlria cItnmtare.lVOO. 
Con db, evideotemente, non si nega che quel Isvorl possano riuscire lotersesauti da altri punti 
divisto. 
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g 4. — Definizione di " morlmento,,. 

Def. I. — Se a e 6 sono punti distinti, (') 
retta a il 
sigaifica; figura cui appartiene ogni punta x tale che non esiste alcun punto y, 
distinto da x, clie vuriSchi simultaiieHmen(« le condizioni 
(«, y) = (n, X) e (6, y) ^ (6, x). 
Def. II. — Quali che siano i punti a e b, 
centro di {a, b] 
significa: punto x tnle che 

(a, I) = i:r, b] 
e che non esiste alcun punto y, distinto da x, che verifichi simnltaneamente le 

(a, y) = («, x) e {6, y) = (È, x). (>) 
Dei-, ni. 

aignìGca; quale clie sia il punto x, anche r.c è un punto; e, quali che siano i punti x 
«4 y, il centro di [x, ty) (Def. Il) è pure il centro di {tx, y). 
Def. IV. - Se a e 6 sono punti distinti, 

f è una rotazione intorno ad {a, b), 
significa: 

1) quale che sia il punto x, anche %-x è un punto; 

2) quali che siano i punti x ed y {%'x, ry) = [x, y); 

3) ra ed rb coincidono rispettivnmenta con a e b; 

4) se un punto x, che non appartiene alla retta ab (Def. I), coincide con rx, 
allora, se y è un punto qualunque, y coincide con ry, [*) 

Def. V. — Se a è un punt«, 

r è una rotazione intorno ad a 
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significa: si possono determinar» due punti 1/ « e distinti da a, ud* rotaiione r' 
intorno ad [a, b) (Dkf. IV) e una rotazione r" intorno ad {a, e), per modo che, 
se X è un punto qualunque, rx coincida con e" [f'x). (') 



BÌgni6ca: ei può delermìnare una traslazione l {Ttne. Ili), un punto a e no» r 
tazione r intorno ad a (Def. V}, per modo che, se x è un punto qualunque, u 
coincida con r {Ix). {') 



§ 5. — Saggio di altre deflDEdoiil. 

Orn che abbiamo esaurito il nostro compito (g 4), lasciando da parie ogni 
nreoccun azione didattica (S 31. desideriamo mostrare la nossìbilitk di adottare il 



PERIODICO DI UATEHATICA. 79 

Daremo qui no piccolo siigijìo di queste definizioni. 
Db?. 1. — {La D«F. 1 ael g 4). 

Dbp. II. — (Lft Dbf. Il" enunciata nella nota alia Def. H del § 4). 
la tutte le Dbf. seguenti è sottinteeo che n e b sono punti distinti. 
Dbf. III. 

Supei-ficie sferica che ha per centro a a che passa per b, 

aÌgni6cB: figura cui appartiene ogni punto x tale die 

(3, a) ^ (o, b). 
Dbf. IV. 

Superficie sferica che ha per poli a e b, 

significa: superficie sferica che ha per centro il cestro di (a, b) (Def. II) e che 
passa per h (Def. III). 

Dbf. V, — Se c e if sono ponti distinti della retta ab (Dbf. 1), 

{e, d) non intreccia (a, b}, (') 

significa: la superficie sferica che ha per polì a e [< (Dbf. IV) Don ha alcun punto 
comune con la superficie sferica che ha per poli e 6 d. 
Dbf. vi. 

e è un punto situato fra a 6 b, 

significa: se d è il centro di (o, 6) (Dbf. II), allora e coincide con d ovvero è 
un ponto della retta ab (Def. J) tale che (e, d) non intreccia {a, b) (Dbf. Y). 
Dbf. vii. 

segmento ab 

significa: figura cui appartengono a, b ed ogni pnnto situato fra n e & (Def, VI). 
Def. Vili. 

prolungamento di ab, (*) 

aigniffcs: figura cui appartiene ogni punto x tale che h sia situato fra a ed x. 
Dbf. IX. 

raggio at.C) 

significa: figura cui appartiene ogni ponto del segmento ab (Dbf. VII) e del pro- 
lungamento di ab (Def. Vili). (^) 

Dbp. X — Se c e d sono ponti distinti della retU ab (Dbf. I), 

d segue e come b segue a, 

significa: il prolungamento dì ab (Def. Vili) contiene il prolungamento di ed, o 
questo contiene quello. 

(!) Per «Tit»re ogni ambiguità, aoatituisco «oh itUrtccia «Un ftiige-. abituale in Geometria proiet- 
tir*. non Hpara; poicbì, se ad eaempio 1 punti considorsli si luBSoguono unirordine a, e, d, b, mi 
■embr* che l'enuDelato ' (e, d) aoii intrccriti |i, i) , sia piìi prassimo al linguaggio «tmuna deirallro 
" (c.iil non wpar» (n, i! ,. 

;■) Abbrevio eoa\ la frase troppa lunga ' pnlunganianto del eogoieota ab dalla parie di 6,. 

l'I Abbreilo cod U ttu» troppo Innga 'raggio uscente da a s cbe paasa per i ,. 

(•) Onero, rifarendoai direttamente alla Det. VI, -figura cui apparsone ciaacun pnnto x tale 
eh* «siate almeno un punto y per cui b ed z rIaulUn situati fra a ed y (Dar, VI), 
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SOPRA DUA TRASFOBUAZ 



Si consideri una curva piana e, 
mobile incontri rispettivamente ii 
del piano della e; indichiamo con 
del segmento AB. 

Inversamente, se da ogni punt 
retta r tale che, incontrando xay 
il segmento AB abbia il suo punt 
luppo di tale retta r è la curva t 

Mi propongo di occuparmi dell 

■ I. Se la curva e è rappresenta 

x=m), 

l'equazione della tangente mobile 

(v-«r.-( 

dove, per semplicità, si è posto 

'•" dt • 
I punti A e B avranno perciò 

[o, jrif4',-U'')\: 
e quindi per il punto medio F^ 

che sono le equazioni parametrich 
E^BBMPio. — Sia t l'ellisse rnppresenl 

Palelle in Ul caso si ha fx («) = a 
/■,(fl) = &coaS, le (1) danno 

cfae qoDO lo equazioni parametrìche delta 
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D& queste, elimiDando 6, ei ha l'equaziona cartesiana 



che rappresenta una Rreuicurva. 

i equilatera. 



2. Se la curva e, riferita a gli aaai coordinati x, y, è rappresentata 
da una equazione esplicita 

poiché l'equazione della tangente in un punto P = (xi, yO è 
dove, per semplicità, si è posto 

si ha, conservando le notazioni del § precedente: 

i'-ffr^xA-fi) , l-yK-I.r.), (2) 

dalle quali, eliminando Xi, si ha l'equazione della i/. 

EaBMFio. — Sia e la parabola cubica rappresentata dalla equaiione 
1 , 
'^ a» 
Facilmente ai faa che le (2) in tal caso divengono 

e quindi, eliniinaido Xi fra queste, ai lie 

^ n 
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dove, per semplicità, si è posto 

Indicando, come già si è detto, con A e B le intersezioni della t 
con X e y, avremo: 

A = {x..O), B = (0,yo), 

dove, a causa della (4), Xa e tfo hanno rispettivamente i valori: 



■i\^..m-\.m 



^■(a+-(^ 



(5) 



e quindi, indicando, al solito, con P' ^ (5, t\) il punto medio del seg- 
mento AB, si ha: 



^-Ka+v.(D.]:^(i),i 



Eliminando Xi e yi fra le (6) e la (3), dopo di aver sostituito in 
quest'ultima Xi ed yi rispettivamente a a; e y, si otterrà l'equazione 
(in g, Tj) della trasformata e* (luogo di P^. 

Nel caso in cui e sia una curva algebrica dell' n° ordine, rendendo 
omogenea la (3) col porre momentaneamente 

x = X:Z; y = Y:Z, (7) 

potremo applicare il teorema di Euler su le funzioni omogenee, e quindi 
si ha 

òf '^f _„f yàf 



e per X = x,, Y = yi , Z = 1, poiché è 
avremo 



e perciò le (6) divengono: 



5-~UzL.r^(dx)x.«l 



(«)■ 
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cioè secondo che è tale Aan, ossia finalmente secondo che l'origine 
delle coordinate (punto d'incontro delle rette ortogonali date x,y] è 
esterno alla conica o è su la conica o è intemo a questa. 

Casi fasticolibi. — a) Se è an = dn = itii = 0, cioè se la e è una conica 
col centro io e le diresioDi degli Msi coincidono con x.y, la (12) divieoe 

4A,,EV + A2i|'+ Ai,t|' = 0, 
e perciò se la f è l'ellisse (reale) rappresentata dall 'equazione 

la e* è la Kreuzeurva 

4EV-iV-oV = o. 
In particolare se la e è un circolo 

la e* è uuB ErenzCDTTa equilatera 

4e*']'-»-'(£' + V) = 0. 
resultati questi che coincidono con quelli ottenuti al g 1. 
Se la i; è l'iperbole rappresentata dalla equazione 

la e' è la EoblenspitzencnrvB 

resultati tutti questi prevedibili, tenendo conto delle ordinarie generazioni delle 
ErenzcnrTe e delle Eohlenspitzencnrve. (') 

b) Se è Aii = A:]=:0, cioè se gli assi x,;/ sona tangenti alla conica e, la e' 
si scinde negli assi (£>] ^= 0), com'è naturale, e nella 

2Aj3Sii + 2A„S + 2A,jij - Au = 
cfae, per Agi^O e Au^O, rappresenta una iperbole. 

In particolare se e è il circolo rappresentato dalla equazione 
ar' + y' - 2rx - 2r,j + ,' = 0, 
la trasformata è (oltre a Sij "= 0), l'iperbole equilatera 
2EiJ - 2re - 2.-Y1 + .■' = 0, 
il coi centro (>■, r) coincide con quello del circola dato, 

e) Se è Ali '=A]) — Ats, cioè se la e è una parabola tangente agli assi j,y, 
si ba per la trasformata e', altre a £>] := 0, la retta 

2Ajj5 + 24,31 +Ai! = 0, 
e quindi si ha il teorema: St x e y sono due tangenti ortogonali dttina parabola 

{!) Clr. BmrÀtD, Xela di bibUographii da cimrbti g/eméiriqtai, Bu-l«-dne, 1897-89 (*Dlt>gr*JIi). 
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t t i una tangente mobilt, te t Ineonira in A. e B ritpeUivainente x e y, U luoj» 
del punto medio di AB i una fetta. Fftcilmenti sì potrebbe generAltzzu'e qnwto 
teorema. 

dj Se e è una iperbole equilatera che ha per aasintoti x n y, cioè se è rsp- 
presentata dalla equazione 

è aii = an = oii = (ii» = 0. Oli = t, 011 = — k*, e quindi anehe 

A„ = A„ = A„ = Al. = 0, Ali - It», A„ = — l , 
e perciò la trasformata e' è, oltre a £i] = 0, ciie corrisponde agli assintoti, 

Eìl = *'. 
cioè la e Bì trasforma in se stessa (anallagmatica) ; ciò è naturale quando si penti 
alla nota proprietà dell'iperbole; "Ogni eegmento di tangente cùmprtM fra gli at- 
tintoti è disilo per Metà dal punto di contatto „. 

ej Se la e è una pambola col vertice in e tale che x, y sìeno rispettivi- 
mente l'asae principale e la tangente al vertice, cioè se è rappresentata dalla 
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6. Supponiamo dapprima che d sia data dalle equazioni pararne* 
triche 

5 = !p.(0, *) = <P.(0! (15) 

la (14) diviene in tal caso 

*?« + !/?' — 2tiT« ~ (16) 

e, derivando rispetto a t : 

ic^'s + ytp'i — 2(p'i(pi — 2i(ìi(p'» = 0, (17) 

dove 81 e posto 9 ' = "jT t 9 ■ = ^ - 

Finalmente, combinando le (16), (17), si ha 

(18) 



(pi?' « — T 'T* ( 

2 epa* . Cp'i j 

" to'irD. — fo.m'» 1 



che sono le equazioni parametriche della curva e, dalle quali, se 
vogliamo, può eliminarsi i, ottenendo l'equazione cartesiana. 

Ebbvfi. — 1°. Snpponiamo che e' sìa un circolo col contro Ja 0, cioè BuppOf 
niuno ohe le (15) divengano 

allora, per le (18), le equazioni parametriche della trasformate sono: 

ossia reqaazioDO cartesiaDa è 

che rappresenta una ipocicloide tetracuspide (aetroide). 

2°. Se e' è una cissoide di Diodo, rappreeeiitata dalle equazioni 

g_ " , = _?_ = !, 

dz _ —2at d:; _ — n (1 + 3f') 

rft~(l+(*)" dt~ ('U + C)' ' 

• quindi le (18) danno per la trasformata e: 

_ 2.» (1 + 3(') _ — 4(ii 

^- 1 + ,. • !'"(1+,')" 

da cai, eliminando (, si Iia, dopo aver poato r ~ 6(i = X, 4ii = «: 

X* + ttX» 4- «*j,' = 0, 

che rappresenta una particolare qaartica piriforme. (') 

0) Biocard, et. eit.. I. piig. 23$. 
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che rappresenta un'Altra parabola semi-cubica con la cuspide e la tangente di re- 
grasBO in coniane con la data. 

Note. — Abbiamo considerato tro procedimenti diversi Hnche perchè l'elimi- 
nazione in molti casi riesca difficile, o almeno assai Inboriosa. e quindi, caso per 
caso, conviene di scegliere il metodo per il quale tale eiiminaiione sia facilitata. 
Facilmente potrebbe generalizzarsi la tras forni azione considerando due rette x, y, 
anziché ortogonali, oblique fra loro. 
SnSB, 1903. 

Doti. Giulio Cakdoso-Laynes. 



IPERBOLE D'APOLLONIO GENERALIZZATA 



I. Chiamerò inclinate di nn angolo a ad uoa curva in an punto Pie 
due rette condotte per P che formano un angolo a colla normale ordi- 
naria in P. 

Cerchiamo l'equazione delle doe inclinate di un angolo a ad un'ellisse 
in un suo punto P. 

Sia rp l'angolo eccentrico in F ; 6, ff, %", gli angoli della nonnale in P 
e delle normali inclinate di oc in P coll'asse x; N, N', N" i punti d'in- 
contro di queste con l'asse j-. Si ha 

tan6 = f^^^- (1) 

b eoa i:p ^ ' 

L'equazione della PN' è 

y — b aen -p ^ (x — a eoa cp) tan fi'. (2) 

Essendo 6'^ S -|- a si ha 

te. 9'= tan (e + .)- ,*"' ," + '"'■ , (3) 

^ ' ' 1 — tan 6 tan (X ^ ■' 



ovvero per la (1) 

(isencp 



1- 



a sen (p eoa a,-\-b cos qj sen a 
~ 6 cos cp cos a — " sen :p sen x 



■ ' b eoa ff 

Per conseguenza l'equazione (2) diventa 

, la sen cp cos it-\-hco9m sen a\ 

u — osencp^ (* — «cosmi -, — = — , 

' T v *'\^(icos ^cosa — n aen Y sen a/ 

ovvero 

X {a Ben (p cos d-^-bnostp sen a) — y {b cos (p eoa a — a sen tp sen a) ^ 

^ e' sen (p cos tp cos a -|- ab sen te, (4) 
ovvero 

(oasencp — bycostp— c'seEtpcoBq))cosx-fC''3'coscp-|-ai/sentp — nfc)aena=0. (5) 
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Per la seconda retta PN" bì ha f)"^ 9 — a- Basta dunque cambiare a 
in — a nelle equazioni (4) e {'>) per avere l'equazione della PN" che è 
X (a Ben ip cob a — bcostp aen a) — y {b eoa rp eoa % -\- a sen tp een a.) ^ 

= e' sen (p cos -^ cos a — oò aen a, (*») 
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Se ne deduce 

a* ' h* a* 6* c'cos'a ' 

ovvero 

5^^ = I1^'. (15) 

Il punto medio del segmento che ha per estremi questi centri ha per 
coordinate 

A„^+^_^. p_ Y+Y' tv. (jgj 

Se dunque il punto (a',,, y,) descrive una curva, il punto {A, B) descrive 
una carva dello stesso ordine. 

3°, Luogo del centro delie iperboli d'Apollonio generalizzate al variare 
di a. 

L'equazioni (13) ei possono scrivere 

X_— °='^tffa 
e' e» ^ ' 

Slimiuando tg x fra queste, si ba 

U luogo dei centri è dunqtte una retta. 

Se il punto (a'o, j/o) percorre il circolo x*-\-y* — R'=4), si ha x^-\-y,^==Bi*, 
e la retta (17) inviluppa i' ellisse 

4" + -^ = ^. (18) 

a* ' it* e* ^ ' 

4". Se il punto ì/i.{xa,y^ percorre l'ellisse, si ha 

a-o = n eos Jj , y<,'^l> sen (1j , 
e la (17) diviene 

bX eoa ()t — «Y aen t^i ^ — j- (a* cob' tj* + 6' sen' t}j). (19) 

Per trovare l'inviluppo di questa retta, prendiamo la derivata della (19) 
rispetto a cp: si ha cosi 

l/X sen (p + aY eoe ijj ^ 2 aft aen tjt eoa -J^. (20) 

j (19) e (20) rispetto a X e Y, si ha 



[ X = -^ [(6* + 2 e") cos '^ — e* eoa» <^] 
l Y = - 4 [(«" - 2 e') sen 4, + e' aen» J,]. 



(21) 



Si vede, soto questa forma, anche senza fare l'eliminazione di 4> ^^^ 
le equazioni (21) rappresentano una curva unicursale di sesto grado. 
Eaaa è una curva chiusa la cui area è 
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6°. Se il pUKlo (x,, j'd) percorre una reità il luogo dei punti fissi conuini 
a tìiUe le iperboli d'Apollonio generalizzate iV) è una cubica. 

Se il punto (Xo, y») pervorre l'ellisse dato il luogo suddetto è uìia gestieii. 

tì". Gl'inviluppi delle iperboli d'Apollonio generalizzate, rpuindo il punto 
(Xo, Jo) percorre l'ellisse dato, l'angolo x restando costante, sono due qtiarticlit. 

Infatti Xo =^ « coB (Ji, yi, = b aen >]) nella (SI), si ha 

& (6» X C08 oc — a' Y aen «) sen ^i — n {b* X sen a + 
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Siccome con tale trasformazione i ponti dell'asee OS. e della retta r sono punti 
fissi, cosi è chiaro che in Hmbo i casi In conica corrispondente ad nna retta data 
passa pei punti d'intersezione di tal retta coU'asse OX e colla retta r. 

3> Alla parabola y' — px' del piano n' corrisponde nel piano n la parabola 
semieubica y* ^ px*\ ed alla parabola x'* ^= py del piano n' corrisponde net piano k 
la parabola cubica x' — py. 

Alla parabola y^=.px ed all'iperbole equilatera xy =p del piano ic corrispan- 
dono nel piano n' rispettivamente le ipirbolt cubiche x'^* — p ed x''y' ^ p, cioè 
la etessa curva ruotata di un angolo retto. 

4. Al cerchio x' + y' = o* del piano n corrisponde nel piano n' la curva 

Spostando tale curva parallelamente all'asse OX la sua equazione diventa 
y''{a;'— 6)' = a'~ («' — &)'; e nel piano ii te corrisponde U concoide di Nicomtde 
y'(«-6ì' = ^'(»'-t^-6)'}- 

a. Al cerchio (a; + a)' + y' = a' cioè a;' + y' + 2ai := del piano « corri- 
sponde nel piano n' la carva x'y* -^ ia -^ x' ^= Q. 

Spost-ando tale curva parallelamente all'asse OX la sua equazione diventa 
y''{x'—b)-^[2a — b) + x'=Q cioè x/[l H-y'^H- (2a — 6) — 6y'*= *>; e nel piano 
^ le corrisponde la curva x (*' + y') + (2(i — b)x* — by' = 0, 

Tale curva è la strofoide retta x (i' + j*) + o (r' — y*) = 0, se i = o; è la 
cissoide di Diocìe rr (ar' + j') = 2oy', se &^^2a; è la tvittttriee di Maclauritt 
x[x' + y')=-^(y^-ax). se È^y- 

6. Da quanto precede si possono facilmente dedurre dei metodi per coatmire 
per punti colla riga e col conipaeso le curve ivi nominate. 

Sarei lieto se qualche altro lettore del * Periodico , ripigliasse lo studio di 
tale trasforni azione che può forse offrire un certo interesse. 

Padova Paolo Cattaneo. 
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v-^u* Dimostrare che, te si indicano con dii, di2,. .. dui tulli ■ dietsori del 
\umero intero i, con ¥ (ì) i/ numero dei numeri primi con i ed inferiori ad i, e 

on a, «no radice df x" — 1 = |i = 1, 2, . . . n} si ha: 

n(n + ll » ( Il l> In ^ 

(- l)-'-L-^5--^ n-"= n }Z^ (du) + «j 2 T (rf«l + - . . + «,-' S^=P [dA • 

OCOBIPIKT). 

Risoluzione del *ig. Qandinl, I. T. di Varese. 

Lemma I. — Se ni ed n sono numeri primi tra loro si ha: 

f Imn) = f {m) <f {n). 
Siano ab...l, ab'...l' i fattori primi di w ed n. Avremo: 

„.„ = „(,_i)(,_i)...(,_i), „„,.„(._.)...(._■), 

,|,nl-,™(l--l-)...(l--!-)(l-|-)...(l-i) = <,(m),W cJd. 
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o44* Si eonaidirino tulle le eonicìu simili f' aventi un fuoco t' sopra un 
dato cerchio e' di antro C e di raggio r e aventi per direttrice eorriapondtnU una 
data rttta ti; st dimostri che: 

a) L'inviluppo di Ioli coniche è, in generale, una eoppia di coniche iimìli alte f *■ 

b) Il luogo dei centri delie y^ (quando queste sono coniche centrali^ i, in ge- 
nerale, un'elliaae. 

e) Il luogo dei vertici delle r' Ì composto di due coniche, di cui una è sempre 
un'ellisse, e l'altra i ellisse se le i' son dotale dì centro, e si scinde invece in una 
coppia di rette parallele o coincidenti se le t' *ono parabole. 

dj il luogo dei secondi fuochi delle y' (nel caso in cui queste siano coniche 
centrali) ì un'ellisse. 

e) B luogo delle intersezioni delle t" con le tangenti in F a e' i, in generale, 
una conica simile alle y*. Trovare la condixiont che deee essere soddisfatta, affinehi 
tale conica degeneri, e dimostrare che nel caso che le t* s'ono parabole, tale con- 
dizione esprìme che la A passa per C 

f ) Il luogo delle intersezioni della t' eoi raggi Ut' coincide con l'inviluppo delle y* 
[vedi a). 

g) U luogo delle intersezioni delle r' con le parallele condotte do F a A è com- 
posto di due ellissi: queste sono concentriche in C quando i passa per C. 

Si esaminino in tutta questa quistione i seguenti casi particolari: 

1°. Se le y' sono parabole. 

2°. Se A ì tangente a e'. 

3°. Se à passa per 0. 

i". Se indicando con k la dislama di e da A e con e l'eccentricità delle t'. 



Riioluilont del sis- E.-N. Barisfen. 

(1) ar' + y'-f' 

(2) a; eoa 8 + y aen B 

le equazioni del cerchio e* e delln retta d. 
loaichiaino con (a, p) il fuoco F di 7* e 



G. Caruobo-Lavnks. 



i eccentricità, che resta 



costante perchà le e 



nili. L'equazione delle y' è dunque 



e perciò la (3) diviene 

(S) »' + s* - 2m — 2,> - e» (a^ C03 e + y sen e - oj' + r ' = 0. 

a) Per svere l'inviluppo delle coniche (5) formiamo l'equazione per r 
rapporti delle derivate dì (5) e (4) rispetto ad a e p, e si ha 



Dalle (6), (4) ai deduce 



Ì = - 



Questi valori, posti nella (5) danno; 

;r' + y' - 2;- y^MV + »■' - "' (-E eoa e + y sen e - «}• = 0, 
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(V^' + y' - »■)' — «• {X C09 9 + y wn fl - <.') =. 0. 
o finalmente 

[ViMV-f-'lxcose + yaene-n)] [v'^M^-r + ft^ccoaS +yMn9-fl)l = 0; 

e perciò si hanno per il luogo cercato le due coniche 

(7) a:* + !,* = <'(arco88+ysen9-a + y)' . 

(8) ^' + yi = ,>Jico30 + yBenB-«--^)' , 
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e perciò in tal caso una della coniche (13} ai riduce alla coppia di rette parallele 

a:sen9-yco88 = ±VHir7i; 
che coÌDcidona se è a = i-, cioè ae la retta d è tangente al cerchio e'. 

dj Risolvendo le (9). (10) rispetto ad a; e y si ottiene per le coordinate (X, Y) 
del centro di r' '■ 
'"' X = y-^[«(l-«'sen'9)+<'Bsen0cos9-ae'cose), 

(15) Y = p-Ly[c«'sen9coBB + p(l-e'cos'e)-a«'8eBe]. 
Le coordinate dei secondi fuochi sono 

ir = 2X — a. y = 2Y — p, 

dunque x B y sono funzioni lineari di a e ^ e analogamente a « f sono funsioni 
lineari di x e ^. Questi valori, sostituiti nella (4) mostrano che il luogo del se- 
condo fuoco è una ellisse. 

ej La tangente in F a e' ha per equazione 

(16) ax + ?!, = ,■'. 

(17) a(a-_«) + p(y_fi) = 0. 
Balle (3), (IT) si ha 

J--a ^ y-g ^ e (x eoa 9 + y sen 9 - a) 

p -« ,. • ■ 

da cui 

ar + e3(rco88 + y sen 9 - n) =- c;.^, 
ae {X eoa tì + y soa tì — n) - pr = - ry. 
Addizionando membro a membro queste due ultime, dopo aver quadrato, si ha: 
{=' + P')r' + (a' + p')«Marcos9 + ysen9-o)' = r'(:E' + y'), 
ossia, poiché è a* +p* =;»■*, 

.-' + e' {X cos 9 + y sen 9 - n)' = x' + y', 
(X8) *' + y' - .■' - *' (X cos fi + y sen 9 - a)'. 

Questa rappresenta una conica simile alle 7', 
Se poniamo la (181 sotto la forma 

(19) Ax* + 2Bxy + Cy" + 2T)x + 2Ey + F = 

sì ha 

A = I — <» cos' 9, B = - < sen 8 eoa e, C = 1 — <■ sen* 9 
D = o*' cos 9, E = a<' Ben 9 F = — (n V + r']. 

La condizione che deva esser soddisfatta affinchè la (19) degeneri è dunque 

AE' + CD' — 2BDE + F (B' — AC) = 0, 

(20) <••(.■' -n=; = .-' 
che è indipendente da 9. 

Se T* è una parabola è < = 1 e quindi a — 0; dunque in questo caso ti passa 
per C. 

f) Questa proposizione è evidente percliè l'equazione (6) è quella del raggio CF. 
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QUISTIONI PROPOSTE 



646. Da un punto P del piano d'una ellisse di centro si con- 
ducano le quattro normali all'ellisse nei puuti À, B, C, D. Dimostrare 
che la retta che congiunge il centro I di OP col centro del circolo 
circoscritto al triangolo BCD è parallelo alla normale in A. 

647. È dato un circolo e ed una ellisse e. Essendo F un fuoco 
dì e ed M un punto variabile su di essa, si consideri il circolo e' che 
ha MF per diametro. Il luogo dei centri di similitudine dei circoli e 
e e" ai compone di due coniche. 

648. Si consideri il circolo e avente per centro un punto M va- 
riabile di una ellisse e passante per un fuoco F, Trovare: 

1" il luogo dei centri di similitudine di questo circolo con ciascuno 
dei circoli direttori dell'ellisse; 

2" l'inviluppo dell'asse radicale del circolo e con ciascuno dei cir- 
coli direttori. 

649. Essendo data una ellisse, si considerino i due punti P e Q, 
coniugali armonici di un punto M dell'ellisse e del centro di curva- 
tura C relativo a M. Sia X il rapporto -pT^ ^ -jTp , P essendo situato 
fra M e C. Calcolare l'area di ciascuna delle curve luogo di P e Q, e 
dimostrare che se l'ellisse è tale che l'area della sua sviluppata sia 
8 volte quella dell'ellisse, e si ha inoltre À=^2, la differenza delle 
aree del luogo di P e Q è uguale all'area della sviluppato. 

E.-N. Barisiem. 
660. Calcolare l'integrale indefinito 



J X sen log x'' 

F. SlBIRANI. 

651. L'inviluppo delle mediatrici delle corde focali di una conica 
è una quartica bicircoiare cuspidata, se la conica è a centro, ed è 
invece una parabola semi-cubica, se la conica è una parabola. 
G. Cardoso-Laynes. 



BIBt.IOGRAFlA 



Q. Candido. — Ln formula di Wariiig e site noteeoU applicazioni. 
[presso l'A., Salatina (Lecce), L. 2^5. 

Uà grave imbarazzo per gli studiosi che vogliono conoscere qualche spedale 
teorica matematica, è il doverne cercavo lo sviluppo e te principali applicazioni 
in parecchi libvi ed in memorie eparse pe' giornali scientifici. Ed ognuno aa perciò 
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* innanzi le idee generali, ma cercherà di farle risaltare su esempi particolari, 

* sviluppati col dettaglio e la lentezza che giudicherà necessari per essere ben 

* seguiti ,. Ed a questi concetti s'inspira tutto il libro del sig. Giulio Tannery. 

Circa un terzo del volume è occupato da una introduzione, nella quale sono 
richiamate le nozioni di aritmetica, algebra e geometria necessarie per intendere 
il seguito. 

Il primo capitolo Su alcune identità si riferisce agli sviluppi di (a H~ ^)"> 

d» — ftn 

— e simili, e alle conseguenze che se ne possono trarre. Il secondo Algebra 

geometrica contiene i teoremi sull'equivalenza delle figure geometriche piane che 
sotto un certo aspetto posson considerarsi come l'algebra degli antichi greci; il 
terzo tratta delle equazioni di 2^ grado. 

I capitoli IV, V, VI contengono il concetto generale di coordinate e le nozioni 
fondamentali di geometrìa analitica. 

II VII partendo dal concetto di tangente e velocità contiene la nozione di de- 
rivata. 

L'VIII partendo dalla ricerca di aree e volumi dà la nozione d'integrale e le 
sue principali proprietà; ed il IX tratta rapidamente dei limiti, infinitesimi, inte- 
grali, definiti, serie. 

Il libro si chiude con una interessantissima appendice Nozioni storiche, redatta 
, dall'illustre Paolo Tannery, fratello dell'A. della prima parte dell'opera, ttella quale 
è esposta con molta chiarezza e brevità la storia delle origini dei vari rami delle 
matematiche, dei segni più comunemente usati, ecc. 

F.-S. HoLZiNOEB. — Aritmetica politica per le scuole superiori di com- 
mercio. (Accademia di commercio). — Prima versione italiana. 
Vienna, Hoelder, 1902. 

Col nome di aritmetica politica l'A. ha designato quell'insieme di problemi che 
si riferiscono alle diverse operazioni bancarie e di assicurazione, come risulta dal- 
l'indice chid riportiamo sommariamente. 

Introduzionb. — Progressioni aritmetiche e geometriche. Calcolo dell'interesse 
semplice. 

Parte I. — Calcoli d'interesso composto e rendita. 

, IL — Corso dei prestiti e costruzioni di piani d'ammortizzazione. 
, III. — Piani d'ammortamento per prestiti con lotteria. 
, IV. — Calcolo delle probabilità e delle rendite vitalizie. 
, Y. — Assicurazione di un capitale in caso di morte. 
, VI. — Assicurazione fra congiunti. 

AppBimicE. 

Tavola I. - Valore di Ig (l + ^) © di Ig (l - ^ (p variabile di ^ da 2 a 6). 

, II. — Valori di r» = Il + j^j {p variabile ài — da 2 a 6 ed n variabile 

da 1 a 100). 
, III. — Valori di «?» = f 1 — -^J (p ed n variabili e. s.) 

, IV. — Valori dil-h4- + 4- + ---H-— (»* variabile da 1 a 200). 

, V. — Tabelle di mortalità. 

a VI. — Tabella fondamentale delle rendite personali ed assicurazioni di 
capitali, basata sulla tav. di mortalità di Florencourt e sul 4 ^Jq d'inte- 
resse composto. 
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prof. Nannei del R. Istituto Tecnico dì Bari. Ancha nel congteaso si sono miini- 
festate le due correnti per cui già sorsero vive dissuasioni nelle adununzE psrzislì 
di Bologna, Koinn e Milano, Alcuni, come il Frattini e il De A>iois, negano il 
fatto del poco profitto, specialmente nel secondo biennio d'istituto tecnico, nel 
quale à avvenuta una certa selezione degli allievi, per cui restano nelle ultima 
classi i migliori ed i più adatti; la maggioranza però è d'accordo coi proff. Bar- 
Tizzi e Fazzakt, i quali dichiarano che la quiatione à stata posta specialmente 
per quelle scuole nelle quali la matematica non È materia professionale. 

Respinta Ir pregiudiziale sull'opportunità del tema, si discute la relazione 
Nanhbi e se ne approvano tutte lo conclusioni con modificazaMi di forma in 
qualche parte e con le seguenti aggiunte: 

1*. Il prof. Cesto riconosce, come causa principale del poco profitto, il troppo 
affollarsi degli allievi nelle scuole classiche a scapito delle scuole profeasionali 
e propone quindi l'istituzione di scuole commerciali industriali ed agrarie secondo 
i bisogni delle varie regioni. 11 congresso approva a maggioranza. 

2*. Il prof. RozzoLtHO, preside del Liceo di Campobasso, ritiene che il poco 
profitto che gli allievi delle acuole classiche fanno nella matematica è dovuto in 
gran parte al preconcetto che, approvati nello materie letterarie, anche se mentano 
zero in matematica sono promoasi lo stesso; propone perciò un ordine del giorno 
col quale si fa voto che la matematica venga considerata come materia principale 
anche nelle scuole classiche. Il congresso approva a maggioranza. 

3*. Il prof. Gallucci, in aggiunta alla relazione Nannoi, fa notare che le cause 
del poco profitto e le proposte per ovviarvi si possono ordinare secondo due prin- 
cipi! pedagogici, il principio di continuità ed il principio dell'interesse. In base a 
tali principii si possono fare alcune proposte, specialmente riguardanti l'inizio 
doli' insegnamento della matematica razionale. 

Il congresso delibera che queste considerazioni e le relative proposte vengano 
inserite negli atti in seguito alla relazione Nanneì. 



Il prof Palatini, relatore del secondo tema, riguardante l'Mf^nsi'Dnc « i Iiinftf 
dell'ituegnamtnlo (itila «laltmalicrt nelle ecuole medie, è assente; però il presidente 
apre la discussione sulla relazione già stampata e nota a tutti i congressisti. 

I professori Db Ahicis e Conti, riferendosi a quanto ebbero già a dire nelle 
adunanze del congresso di Livorno e nelle adunanze di Bologna riguardo ai pro- 
grammi di matematica, pongono due pregiudiziali entrambe respinte dal congresso. 
Si passa quindi a discutere sui programmi delle scuole secondarie inferiori e si 
approva quello proposto da! relatore, con lievi modificazioni di forma. Per le scuole 
secondarie superiori, i professori Conti, Pekna, Db Amicis, sono d'avviso che non 
si possa prescindere dallo scopo che ciascuna scuola sì propone, e presentano un 
ordine del giorno in questo senso. Il congresso approva a debule maggioranza 
quest'ordine del giorno ed il presidente dichiara chiusa la discussione sul secondo 
tema. 1 professori Rozzolino e Bkrhakdi presentano un ordine del giorno col quale 
si raccomanda al comitato deUa Mathesit di propoiTe all'associazione lo studio dei 
programmi dei licei e degli istituti tecnici, per le relative riforme. 



Prima di iniziare la discussione, il prof Costamzi relatore del tei'E<i tema, 
tiilta conrtnienia di rendere non obNigaloi'ia la laurea in maltnialica per gufiti 
eke sidedicano alt'inaegnamento, dà schiarimenti su vari! punti della sua relazione. 

Si approvano quindi due ordini del giorno, con i quali si domanda che non 
Bolo la laurea resti obbligatoria, ma che sia reso obbligatorio anche il diploma 
della scuoia dì magistero. 
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Alti della H. Accademia di Bologna. 
Atti della lì. Accademia di Napoli. 
Ani del il. htittao Veneto. 
Alti dell' Accademia poutaniana 

(Napoli). 
Bollettino di Bibliografia e Slotìa 

delle Scienze matematiche (Toiìtio). 
Oioniale di Battaglini {Napoli). 
Giornale scientifico (Palermo). 
U Monitore Tecnico (Mihiiio). 
// Nuovo Cimento (Pisii). 
La Sassegna tecnica (Messina). 
La Itithita tecnica (Torino). 



La Kìvista tecnica italiana (Roma). 
La Scuola Secondaria Italiana 

(Milano). 
Le arti meccaniche (Roma). 
L'eco degli Ingegneri e l'eriii agri' 

inensori (l-'esein). 
Le matematiche pure ed applicale 

(Città di Castello). 
Rendiconti del Circolo matematico 

di Palermo. 
Rivista agricola industriale (Roma.) 
liivisla di Matematica (Torino). 
Rivista Marittima (llonia). 



! (Paria). 
? de Kasan (Kasan). 



American Journal of Mathematics (Baltimore). 

American malhematical Monthh/ (Kiilder). 

Annals of matematics (Cambriàgc-Mass), 

Bibliotheca mathematica (Leipzig). 

Bulletin de la Société mathématique de Fra 

Bidlettin de la Société phisico-màthématiqm . . 

Bidlettin of the American mathematical Societ;/ (New-York). 

Communications de la Société Mathématique de Kharkow (KImrkow). 

Gaceta de matemàticas elementales. Vitoria (Spagna). 

Intennédiaire des Matliématiciens (Paris). 

Jahresberichte der Deutschen mathematiker Verelnigvng (Berlin). 

Jornal de soiencias mathematicas e astronomicas (Coìmbra). 

Journal de mathématiques élémentaires par H. Ynìbert (Paris). 

L' Educalion mathématique par I. Grio33 et H. Vaibert (Paris). 

L' Enseignement mathém., revue internationate par Laisaiit et Fehr(Paria). 

Mathematical Gazette (London). 

Mathesis (Gaiid). 

Memorias de la Socìedad gientifica Antonio Alzate (Mexico). 

Niew Archief voor wiskunde (Amsterdam), 

Noucelles annales (Paris). 

I^-oceedings of the London mathematical society. 

Revista trìmesfral de mafemdticas (Znragoza), 

Bevne semestrielle des publicafions mathématiques (Amsterdam). 

2'he annals of mathematics (Cambridge-Massacluisset). 

The Proceedings and 2'ransactions of the Nora Scolian Institute of 

Science (Halifax, Nova Scotia). 
Transactions of the Texas Academy of Science (Anstìn). 
Vèstnik òpitnoi Ftsiki i elementarnoì Mateìnàtichi. ìsdavaemii V. A. Gher- 

iiietom. Pod redaktsiei V. A. Zimmemiana. Odessa (Russia). 
Zeitschrift f&r math. und ualurivs. Unterricht (Leipzig). 
Viadomosci matematycznych (Warszawa). 
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Si wdiste Oaico di inno coiiro lineisa lU canoltu laUia aii'Edlton batfìelio olUiiTi - Urini. 



nTDiini iUE snBfluni 

DIPENDENTI DA QUELLE 



Un notevole contributo allo studio i 
litiche ha recentemente portato il 6ig. 
rema, (•) per mezzo del quale, data un 
in serie dì potenze intere e positive i 
opportunamente i coefficienti, conosce)' 
funzione data, per mezzo delle einjifol: 
Il teorema ài Hadahard si può f 
Siano date dtte serie di potenze 

(1) a, + fliiC + 0,37* -}- . 

(2) K-\-b,x-\-b^-{-. 

convergeuti in cerchi aventi per cent: 
mente R ed R' e rappresentanti ivi (' 

aJ>o + afiix 4- ajj^' -j- 

di cui ciascun coefflciente è eguale al 
denti delle serie (1) e (2), ha il suo e, 
meno egiude ad RR', e rappresenta ! 
(e ciò in tutto il piano) per soli pun- 
si ottengono moltiplicando le afflase a 
per quelle dei diversi punti singolari 
La dimostrazione del teorema di I 
zione di inte|i^ali curvilinei, venne ii 
sig. BoREL (***} con la considerazione 



^/.(» 



2ni 



della funzione f{x) sotto forma d'intc 
tomo C che separa i punti singolari 



(") Fereb^ qnalcDno di qneati 
ciA quando dlpsndt da plii «tppl« r 
tuli cha i,ltafi = a'fi- = .... 

C") E. BoUL. Bar la tinfular 
1S>7, pp. !)B-2*e. 
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Il teorema di Hadamard ha dato origine ad un importante teorema rie] 
Big. HuRWiTZ, (") mediante il quale da due funzioni, regolari nell' intoniu 
del punto all'ioiinito, ae ne ricava ima terza che ha per punti BÌngnlari 
quelli che si ottengono sommando le affisse dei diversi ponti singokrì 
dell'una funzione con le affisse dei diversi punti singolari dell'altra. Il 
sig. HuRWiTZ dimostra il suo teorema considerando un certo integrale 
curvilineo doppio, e sì limita semplicemente al caso in cui le due funziocì 
date abbiano soltanto singolarità polari di prim'ordine. 
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quindi abbiamo per n = 1, 2, , . . . 



(/a^. + ™.,6.-, 


+ (l)'-^.- 


-.+• 


..+a 


a| 


|/|n*. + n<.,*.- 


•+(1)-^^ 


.-.+ 


...+ 


oA j 


|/j«^.| + «|«,6 


.-.i+(3i 


«*.-, 


.1+.- 


. + I»AI 



; VE'" 4- hRR'-' + / 2) R'R'"-' - 



ae ne conclude che la serie (3) converge all'esterno di un cerchio di centro 
l'origine e raggio al massimo eguale ad R -|- R'. 

Consideriamo ora le due serie rispetto alla variabile z 

convergenti riepettivamente per \x — 2|>Re j^j >R'. Basendo 

1* — z| :^\x\ -~\z\ 
è a fortioH la aerie tp (a; — z) convergente per 

I 2 l< I » I - K, 
cioè dentro il cerchio di centro l'origine e raggio \x\ — R. Quindi i 
punti singolari di ^/{x — z) cadranno all'esterno del cerchio di centro 
l'origine e raggio | u: | — < R, e i ponti singolari di <^ (z) all'interno e 
snlla circonferenza del cerchio di centro l'origine e raggio R'. 

Supposto [ Lc 1 — R > R', ossia | a: | > R -|- R', dimostreremo che la 
somma della eerie (3) sì può mettere sotto l'orma d' integrale. 

Ordinando <f{x — z) secondo le potenze di z, si ha, all' interno del 
cerchio di centro l'origine e raggio | a: | — R, 

,(.-.) = ,W-54'f^^ + '^«'-... + (-<)-^'^- + .... 

Avendo supposto j a; [ — R > R', è determinata dai due cerchi di 
raggi I a; I — R ed R' una corona nell' interno della quale non cade 
nessun punto singolare della funzione di z 

, , " \ 6»<p--fti^+... 
f{x-z)if{z) = \-K^^K^-..]-\- ~ + 

+ ^+...+k|i-^^+...W.... 
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Possiamo dunque deformare, Dell'accennato modo, il contorno d'inte- 
grazione senza che il valore dell' integrale si alteri. 

Fissata allora in tal modo la forma di C, facciamo muovere x nel suo 
piano, in an modo qualunque. Si muoveranno con esso i punti singoli 
di ^ e potrebbero traversare il contorno C, nel qual caso nulla può di. 
del senso dell'Integrale. Se però si fa muovere x in modo che i punti 
singolari di cp non traversino il contomo C fissato, l'integrale non cessa 
d'avere senso nella nuova regione x, e si avrà il prolungamento analitico 

di /•(!). 

E evidente che si può contemporaneamente deformare in modo con- 
tinuo C con la condizione che esso non traversi mai alcun punto singolare 
dei due insiemi, e far muovere x con la condizione che i punti singolari 
di ^ non traversino le varie forme di C, purché si escludano le posizioni 
di X per le quali un punto singolare dell'un insieme coincida con un punto 
singolare dell'altro. 

Sia ora x^z un punto singolare di f(x) e x^^ un punto singolare 
di li) (x) ; saranno 



punti singolari rispettivamente delle funzioni di z if(x — 2) e i|) (2) ; 



è la condizione necessaria perchè un punto dell'insieme dei punti singo- 
lari di tf{x — z) coincida con uno di quelli dell' insieme dei punti singo- 
lari di (j( (2). 

Pertanto si potrà sempre realizzare la doppia condizione di deformare 
il contomo d'integrazione senza traversare punti singolari dei due insiemi 
e spostare x in modo che i punti de! primo insieme non traversino il 
contorno, purché si evitino Ì punti 

x = =, + f,. 

Dunque i punti a + P sono i soli punti singolari possibili della fun- 
zione fix) in tutto il piano. 

Abbiamo detto che i punti a + ^ sono punti singolari possilìiti della 
funzione f(x) perchè qualche punto a -f" P P"** essere anche punto ordi- 
nario della f (x) e ciò quando dipenda da più coppie a, ^ ; a.', p'; . • . di 
punti singolari rispettivamente di tp (x) e tjt (x), tali che sia 

.+?=»■+?■=... 

Notiamo ancora che l'origine si comporta come qualunque altro punto, 
e quindi ai può concludere che se esso è punto singolare di una delle 
funzioni cp (x) e ij) (j;) di tutte e due, la funzione /"(x) avrà rispettiva- 
mente per punti singolari anche quelli della funzione regolare nell'origine, 
o quelli di ambedue le funzioni tp (x) e -^{x). 



Cceicché, se ff,[ — — — | e gJ r) sono le caratteristiche d 
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dove q)i abbia in a. la atessa singolarità di tp e (]j, in ^ la stossa singolarità 

di (pi <r» 6 '^t siano regolari rispettivamente in a e p. Per essere 

e le funzioni H (cp„ it,), H((f,,-ìii), H(^j,(lis) regolari in y, avrà la fun- 
zione H (cp, i{i) nel punto f la stessa singolarità della funzione H (cpi, c|»i). 

fi i — — — I e Oji ri sono le < 

golarità polari od essenziali isolate a e p rispettivamente di ip (x) e tj; (x), 
avrà la funzione H (y, ^) in f la^ stessa singolarità di 
H(S„J.). 

Ne concludiamo che Ut natura della singolarità y della fimsioìte H((p,(}(), 
dipende esaenziaimente dalla natura delle singolarità a e ^ rispettivamente 
delle funzioni ^ (a-) e ({, (a;). 

Fondandoci su questo principio, potremo determinare la natura di 
ogni singolarità delle funzioni dei teoremi di Hadamard e di Hurwitz, 
dipendenti da sin^larità polari od essenziali isolate delle funzioni ^ (or) 
e (|) (x), e calcolarne le caratteristiche. 

ICsaminiamo separatamente le due dette funzioni. 

4. Funzione del teorema di Hadamard. — Premettiamo un breve 
calcolo: Sia 

dove A è una costante, p un nimiero intero. Nel cerchio di centro L'ori- 
gine e raggio | a |, si ha 

.<«)=<j4^=(-'.'iir+r')(f)"^ 

e se nel cerchio di centro l'origine e raggio R' si ha 

nel cerchio di centro l'origine e raggio almeno eguale a | a | R' 



/•W = (-i)'___ 

,..>™^'^""'^''"^"^^' 



2:r-:-i<..i^-i=~j^,,^[..-.+ ( 



(-l)'A 



Ciò posto, supponendo che si abbia 
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Poaiamo, infatti, l'operazione A sotto la forma di integrale cnrvilineo; 
ai ha 

A (g„ s.) = 2^. fg. (^^) g. (y^) ^ . 

il contorno C dovendo comprendere l'origine e il punto singolare fiaao -r- 

di gf ed escludere il punto aingoiare mobile — di gì, e l'integrale rappre- 
senta una funzione regolare in tutto i! piano x, tranne che nel punto 
a;:=aS- La serie 



per tutti i valori di z divorai da -r- è aniformemente convergente riapetto 

1 

a 2 sul contorno C, che non contiene -q- , ed i suoi termini sono integra- 
bili lango il medesimo contorno ; la funzione — poi è finita lungo tutti i 

punti 2 di C, che non contiene — , né l'origine. Si può pertanto integrare 
termine a termine lungo G ed ottenere 



la quale dimostra appunto la distributività dell'operazione A rispetto alla 
serie ^t- 

In modo del tutto analogo si vede che l'operazione A è anche distri- 
butiva rispetto alla serie jf,; si avrà quindi 

A(s„!,.)_Ì|a((J^,,jjÌj), 

ed è indifferente estendere la sommatoria prima rispetto ad i e poi ri- 
spetto ad j, o viceversa. 

6. Applicando le due formolo del n. 4, si ha 






A(9,,9>) = -SA, 

, c)^^)Rv^-- '"'' (.;=:)(i=:) 






T')(?V^'-,ft!T^)CT> 






PERIODICO DI 3 

C| = per l>p -\-q — l, e il 
(2> + <l— 1)""" <ì> j._ a , che è 6ji;i; 

mente diverso da zero. 

4". In ogni caso il residuo è 

_A,] 

ossìa; Il residuo di f (x) ìiel punto Bit 

bi^ di segno dei residui nelle singolari 

E da notare inoltre che nella espres: 

stìca G entrano un numero finito di eoe 

7. Abbiamo implicitamente amme» 
zione f{x) dipenda da una sola singoi 
golaritéi p di ■}/ {x); se però la singola 
sovrapposte, dipendenti da punti singoi 
singolari % B', fi", ■ . . di ^ (x), tali che 

può il punto «p essere per la funzioni 
ordinarìo. 

A proposito dì una singolarità «S di 
tiamo : 

Se fl^) ha nei puìtti a, a',- ■ ■ , a*"^ 
p, p', . . . , p"' e iSf(x) ha nei putUi p, f 
d'ordine q, q', - - - , q'"; se inoltre 

(1) .»>r-«p. ('■ 

e se ancora è p"' -)" l"' *'^ massimo un 
te varie coppie di punii (1); è «p un j 
funzione f{x), 

8e poi p"' + q"' """ /<Mse wn ma: 
avere in ap im polo d'ordine minore 
essere anche regolare in a3- 

8. FnJJzroNE del teorema di Hu 
che si abbia 

A 

dove A e B sono costanti, p e q numer 
l'origine e raggi | .■ | e | ^ | si ha rispe 
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(1) c. = _^^^._^)a,b,..+,. 

Veniamo in tal modo a calcolare, anche per la funzione di HcRwrrz, 
la caratteristica di una singolarità dipendente da due singolarità essen- 
ziali isolate. 

Per mezzo di questa stessa formola ai può inoltre calcolare la carata 
teristica di una singolarità dipendente da una singolarità polare e da 
una singolarità essenziale isolata, o da due singolarità polari. 

Dalla formola (1), deduciamo delle conseguenze perfettamente analoghe 
a quelle dedotte al n. 61 

l". Se a e & sono- singolarità eisenziali isolate rispettivamente dtUé 
fnnzioni (p (x) € (jj (x), sarà in generale a + ^ singolarità essemiah iso- 
tata della funzione f (x). 

2*. Se a è un polo della funzione rp{x) e p una singolarità essemiale 
isolala della funzione 1^ (x), sarà in generale a + ^ singolarità essenziale 
isolala della funzione f(x). 

3". i^ a è un polo d'ordine p della funzione (p (x) e p un polo d'or- 
diìie q della funzione i[i (x), sarà in generale « -j- ^ wn polo d'ordine 
p -|-q — 1 della funzione f (x). 

Il coefficiente della potenza (p-\-q — l)»"™" di . , „. nello svi- 
luppo della caratteristica della singolarità a + p di f(x) è 



(p + q-2\ 



AbB„, 



certamente dittrso da zero, s per l'>p-\-q — 1 si ha C|=0. 

4°. In ogni caso il residuo è 

A, B. , 
ossia: n residuo di f(x) nel punto singolare a ^- p è eguale al prodotto 
dei residui nelle angolarità a. e ^ delle funzioni %{x) e ^(x). 

Il, Yale anche per la funzione di Hukwitz l'osservazione che abbiamo , 
fatta al n. 7 e il teorema che ne abbiamo dedotto. 



3. — (jeneralizzazìooe del teorema di Hadamard. 

12. Oltre alla accennata espressione analitica sotto forma di integrale 
curvilineo, della funzione del teorema di Hadamard, ne possiamo dare 
ancora un'altra sotto forma di integrale curvilineo doppio. 

Siano ^(3) e (|){() le due funzioni regolari rispettivamente nei cerchi 
di centro l'origine e raggi R ed K' (incluse le circonferenze), rappresen- 
tate quivi dagli sviluppi 



Cp(3) = S 0,2" , tpW = l 
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e l'altra funzione data 6 ref^olare nell'interno del punto all'infinito e rap- 
presentata ivi, all'esterno di un cerchio di centro l'origine e raggio R', 
dalla serie 

Y\ ' " ' a; ' a^ ' ' 

la serie 

a^bo -\- OibiX 4- aj)^ + ■ ■ ■ 

R 
ha il suo cerchio di convergenza di raggio almeno eguale ad -p7 , e rap- 
presenta ivi una funzione f{x), la quale ha (e ciò in tutto il piano) per 
soli punti singolari possibili quelli che si ottengono dividendo le affisse 
dei diversi punti singolari di ^(a-) per quelle dei diversi punti singolari 
di i^(x). 

Ciò si dednce immediatamente dal teorema di Hadauard con un sem- 
plice cambiamento della variabile x della seconda funztpne, in — . Inoltre 
siccome questa trasformazione, come facilmente si può mostrare, non altera 
la natura dei punti singolari, si possono dedurre anche per la funzione f{x) 
le conseguenze che abbiamo tratte al n. 6. 

14. Ciò posto, siano 

ÌIU{2»). ?l(2«).---.Cpp(2p) 

p funzioni delle variabili Zi, Zi,...,Zp, regolari nell'intorno dell'origine, 
e rappresentate ivi, nei cerchi di raggi rispettivamente Ri, B), . . . , Rp, 
dalle serie 

2 a,„3,", S djnei" , ■ ■ ■ , 2 Opnep" ; 
siano poi 

'KCO, <!-.{(.), ■■■,'^q{<.) 

q funzioni delle variabili t„ ti,...,t^, regolari all' iniìnito, e rappresentate 
fuori dei cerchi di centro l'origine e raggi rispettivamente R'„ R', , . . . R\, 
dalle serie 

f to ' 7 (,"'■■■' 7 (," ' 
posto 

1 1 1 

X, ' Xt ' J.',| 

la funzione rappresentata dall'integrale 



<pHO 



Ti(zi)»i(z))...<P»(^»|t|'i ( — l+tl -j-'I'J \iizi<iz,...dZf<Lc,djct...dx, 



esteso lungo le circonferenze |zi| = R,, |z,| = R , |Zp| = Rp, Iir,| = -^ -. 

I J'j| ^= pT , - . • , \x,\ = p;- , e che è rappresentata dalla serie 

S Oin^D ■ ■ - «pn''ln''«n ■ ■ ■ b^^X^ 
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I>., 



La serie di poteniie 

definisce una funzione olomorfa rispetto alla variabile x, ne! cerchio di 
centro l'orìgine e raggio 

Consideriamo I'intef;rale multiplo 

esteso lungo le circonferenze dei cerchi di raggio r nei piani Zi,Zt,. . . ,z^. 
In esso, A denota il determinante di Cauchy formato colle 
Zi, 2a , . . . , 3p, ossia è 



^^ 


-1 

Zi 


1 


1 ^ 

2» 


V ■ 


■ 1^' 


, 1 


1 


1 



La funzione di x, definita dall'integrale I, all'interno del cerchio di 
ragjrio r^, coincide, a parte un fattore costante, precisamente con la fun- 
zione f{x). 

Infatti, all'interno di detto cerchio, si ha , 

1 \ , X , x' , 



2,2, ... 2p — a: 2i2i, . . . Zp 2i V . . . Sp' Zi'S," . . . Zp» ' 

col secondo membro uniformemente convergente, sempre che sia 

|2,l=;r. 
Segue pertanto 

{%ray „., J z,°+' z,''+' . . . 3^»+' ^ i" 

Al calcolo dell'integrale a secondo membro si può procedere nel se- 
guente modo: 

Il prodotto delle serie (con | Zi | < f") 

cp (zi) = oo 4- fiiz, -f «,zi* + . . . 
9 (Sa) = flo + diz, + n^' + . . . 

9 (Zp) = do + «iZp + OjZp* + . . . 
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17. Ciò posto, chiamiamo in generale con l^ il limite superióre di 

ifcl, 

per n'=<x . 

Se r À il raggio di convergenza della serie <f{x), meromorfa in tutto 
il piano, l'intero P^p per cui il rapporto 

dà il numero dei poli di cp(^) situati sulla circonferenza (r), e, tranne che 
in questi punti, la :p è regolare dentro (r"). (*) 
E cosi, se per P = q, si ha 



la funzione if{x) ha p poli su (r), q — p su (/) e, tranne che in questi 
punti, è ridare dentro {r"). E cosi di seguito. Di modo che i rapporti 



danno i moduli r,r',... dei poli successivi della funzione tf{x) meromorfa 
in tutto il piano. Di qui l'importanza della considerazione della serie ftx). 



SULLE EVOLVENTI SUCCESSIVE DI UN CERCHI' 



I. In due lavori pubblicati anni sono in questo giornale (' 
vedere come, in qualche caso, sia poBsibile con metodo e1em«' 
al più applicando qualcuno dei principali teoremi sui limit 
che linea piana o a doppia curvatura anche da chi non 
miliare il metodo infinitesimale. 

L'na nuova conferma si avrà colla presente nota 
diate le evolventi successive di un cerchio che hanno 
punto di questo (evolventi principali). 

Se, dopo di avere avvolto a una curva piana ■ 
sibile ed inestendibile, lo si svolge gradatamer 
che via vìa abbandona la curva si tenda in 
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Bicavandosi da questa: 

se si fa tendere «o a zero e si nota che, al limite, il rapporto — ai ridnce 

all'altro — , si ottiene: 

a 

(4) — = mh . «■■-'. 

Tenendo conto delle relazioni (3), (4), le (1), (2) divengono: 

Bi = Ab" , Pi = mh* . »■--' 

e da queste, eliminando », si deduce il teorema: 

Se fra il raggio di curvatura e l'arco di una linea piana 1 Aa luogo 
la relazione (3), fra il raggio di curvatura e l'arco della sua evoluta li ha 
luogo l'altra relazione: 

(5) p, = m7j'°. s, ° . 

Ora l'equazione (5) è della stessa forma della (3) ; applicando quindi 
il teorema ora dimostrato, ai deduce che fra il raggio di curvatura p, e 
]'arco Sg della seconda evoluta /, ha luogo la relazione: 

p, = {2m _ 1) . m^^' . h^^' (T,^ 
Analogamente ai trova: 

p, = (3m — 2) (2m — 1)^^^ . m*^* . A"^^ . sj^' 

, ecc. 

Procedendo in modo simile, si giungevi teorema : 
Afe per una linea piana 1 ha luogo la relazione (3), per la sua evo- 
iuta n"" 1„ ha luogo la relazione: 

(6) pn = A„.8„ '+'"'""■, 

dove A„ è la costante definita dall'equazione : (*) 



K') 



A„ = { 1 + (m - l)n } . [ n ' [1 + (-» - !>■])' 



La condizione necessaria e sufficiente perchè la linea (6) sia un cer- 
chio di raggio r è che risulti p„ ^ r, ÌI che avviene per 

"'=MrT 

{•) n BimbDlo n A'>, applicnto ■ una runiioae nO di ■', ««ulval» al prodotto de[ k fattori tha 
■i dedneana dalla fìmilona /X>J attrìbaeudo ad I i valori bqccsmItI I, 9, 3, ...k— I. fc. 



(12) 
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Conseguentemente: I raggi di curvatura corrispondenti ^^ ^ pm di due 
evolventi principali arbitrarie Ln , Ln, di un cerchio, verificano la rekt- 
zione: 

= «„,,, pnj = '*ii.-ii l'equazione (12) dà: 

<.,"!"')-■'""■ 

Se quindi si cambia m ed n rispettivamente in m -\- 1 ed n-\-l, ai 
ottiene : 

Gli archi corrispondenti s^ , Bq, di due evolventi principali arbitrarie 
Ln , Ln, di un cerchio, verificano la relazione : 



(13) 



[ (■" + l) ll-"' 
-|(» +!)!)-+■ 



La linea L„ (8), la sua evoluta L„_, e il raggio di curvatura p^ in 
un punto qualsiasi, formano una £gura chiusa, della quale ci proponiamo 
di valutare l'area S^ . 

Considerando per maggior generalità la curva (3), l'area S preceden- 
temente definita è una certa funzione dell'arco s della curva. 

Fissato per s un valore qualunque, se all'arco si dà un aumento pic- 
colissimo Q, l'area S subisce pure un aumento piccolissimo Jl, che si può 
considerare rappresentato da un settore appartenente a un cerchio di 
raggio p e avente il centro nel centro di curvatura. Avremo quindi : 

S = -y- p* . o ^ -y- AV" . a , 
d'onde : 

(14) l-i "■■»-■ 

Ora si i dimostrato precedentemente che, avendo la funzione p = hs™ 
di a, il rapporto — dall'aumento di p all'aumento di a al limite è propor- 
zionale alla potenza (m — 1)"' dell'arco. Tale osservazione, applicata 
alla (14), dimostra che deve essere: 

(15) S = k. a^+' , 

essendo k una costante conveniente. 

Applicando alla (15) la relazione (4), si deduce che il rapporto degli 
aumenti infinitamente piccoli 2, a dell'area S e dell'arco s è espresso dal- 
l'equazione : 

— = A:(2m-l-l).s*", 
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Questa è UDB notevole relazione fra l'arco a del cerchio dato L e gli 
archi «i, «t. «i,--- ».-ii «n "^«"^ sie euccesaive evolventi principali 
L,,L,,L„...L,_,.L„. 

Nell'equazione (18) facciamo m^n — 1; poscia, nell'equazione otte- 
nuta, cambiamo successivamente n in n — 1, n — 2,... 4, 3, 2; finalmente 
moltiplichiamo fra loro tutte le equazioni ottenute. 

Sì ottiene cosi la relazione notevole: 

s.*s,*s,'...s:_.s:_, ^ 

_ 5'.7'.9l...(2n— l)'-'(2,i+l)'— [2'.3'.4'....(7i— l)»-'»)--']* 



Xella (19) 8Ì cambi successivamente n in n—1, n — 2, .... 3, 2 e si 
moltiplichino poi fra loro l'equazione (19) e le equazioni ottenute. 

Si giunge cosi al teorema: 

I raggi di curvatura corrispondenti pi, pi, pt, . . . pa-i , pn delle evol- 
x'enti successive L,, Lg, L| , . . . L„_, , L„ di un cerchio, comincianti dalla 
stessa origine, verificano la seguente relazione: 



Il [pi"-"] n(i^'-' 



n[pc'-] n [(i!)-'] 

Considerando la relazione (20), l'ultimo teorema ai trasforma ne' 
Gli archi corrispondenti s, Sj , a^ , . . . 8„_i , s„ del cerchio L e 

evolventi consecutive L,, !>,, L,, ... L„_i , Ln, 

origine, sono legati fra loro dalla relazione: 

"ff' (.,■'-»] 'ff[(.-+i)"-+'-»i -j 



u|.,'l n [«!)■+-'] 

Introduciamo la condizione (20) nell'equazione (11) ' 
l'equazione (l'I). Si ottiene cosi il teorema: 

Jie T-ia é la n™^ evolvente principale di un cerchio ' 
sono legate all'arco s del cerchio L mediante te r 



1 .■ 1 



Se quindi s', s" sono due speciali vai' 



(pn'.Pn"), (Bn',S."}, 

pB, tn, Sn, SÌ ha: 
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l'i Sb") i valori corriepondenti delle altre grandei» 



Conseguentemente : 
Se gli archi a', a", i 



. del cerchio L gono in progresgione gtoim- 
trica, avviene il medemmo per le gtiaidUà corrispondenti (p„',pa'^,f „'",... . 

i^', s-", <; . . .), (s„', s„", s„-, . . .) re; 

bitraria L„. 

Balle equazioni (21) ai ricava la a 
Le quantità S„, fa, Sn verificano l 



4. n centro del cerchio L, un p 
il punto corrispondente A, della sua p: 
i vertici di un triangolo rettangolo. 

Indicando quindi con B.| il raggio 

(22) B," = p,' 

Si vedrà ora che una relazione a' 

luppante di cerchio. 

Infatti se A, Al , Aj sono tre punti 

dne evolventi successive L, , I^ , ind 

è segata dalla retta condotta da p 

raggio vettore OAj , si ha : 

Rg* = oaì' = OB» + À^* = aa;* + 

= p.' + V + ( 




Quando AiAa<j-, il punto B cade 
■i ha: 

^ Oa7 = OB* + A^' = ÀA," + ( 
"ho conduce evidentemente e 
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Qualora poi sia ÀiA| = r, la figura OAAiAi è nu rettangolo e qnindi 
risulta : 

R," = 0A^= A^ = p,' = 2rp, = 2r* = p,* + r*. 

Si può quindi dire: 

X^ella seconda sviluppai^ principale del cerchio fra il raggio vettore Rj 
e il raggio di curvatura p, sussiste la relazióne (24). 

Dal fatt« che nella prima e nella seconda sviluppante del cerchio il 
raggio vettore è legato al raggio di curvatura rispettivamente dalla re- 
fazioue (22) e (24) di forma identica, ai potrebbe essere indotti a credere 
che nna tale proprietà si verificasse per qualsiasi sviluppante principale 
del cerchio. 

Ma, col BUBsidio del calcolo infinitesimale, si dimostra che: 

2fella famiglia di linee piane definita dall'equazione (3), le due prime 
sviluppanti principali del cerchio sono le uniche che godano della pro- 
prietà dimostrata. 

Non potendo noi entrare in tale dimostrazione senza varcare i limiti 
che ci siamo imposti, considereremo direttamente la terza sviluppante 
principale di cerchio. 

Essendo A, A, , A, , Aj (figura precedente) punti corrispondenti del 
cerchio L e delle sue tre prime sviluppanti principali L, , I» , L, , ei 
congiunga A col centro del cerchio, e si prolunghi il raggio OA fino 
che tagli il raggio di curvatura A,A, ^ p, . 

Detto C questo punto d'incontro e Rg il raggio vettore 0A| , si ha : 

E,', = 0A;'=0C?'+ CA;* = (AC — OA)" + (A,A, — A,C)» = 

= (p. - »•)' + (P» - pi)' = p." + «^ + (p.* ~ 2rp,} + e (p.» - 2p,p.). 

ìrp,= 
e d'altronde, essendo per la (11): 

. - f'' » - P'" 

p.'-2p,p,— j2ji. 
Si trova qnindi che fra R) e pg sussiste la relazione : 

K, = p, -t- '^ — 12 7»" ' 

che è di forma diversa dalle (22), (24). 

Le equazioni (22), (24) dimostrano che : 

Se si segano la prima e la seconda sviluppante. L, , L, di cerchio, con 
un cerchio arbitrario concentrico al cerchio L, i raggi di curvatura pi, p» 
nei due punti d'intersezione smto fra loro eguali. 
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e quindi 

cioè la serie rappresenta aua funzione razionale. 

La relazione (2) è la scala di ricorrenza della serie. 

I coefficienti a^ bì possono esprimere in funzione razionale intera del 
proprio indice. Infatti riguardando la (2) come un'equazione lineare alle 
differenze di ordine A:, il suo integrale è 

. o„ = Co + Citt + r,n'' -f . . . 4- c,..,»^-' 

dove le costanti e,,, e, , . , , c^.^ sono determinate dal sistema di k equazioni 

a, = co4-c,i + c,i'+... + Ck_,i-^-' (i = 0,l,2,...,ft — 1). 

2. Se (]j è simbolo di funzione razionale Intera di grado k — 1, poiché 
vale la relazione 

i^^(«) = (r>fc) 

la serie 

2 4i (») ar" 

è lo sviluppo della funzione razionale 

Ab A.a- AjX' At_ia*-' 

1 — a- "•" (1 — 3-)' ■■ (1 — J,'/ "'"■'""'" (1 — X)* '■ ' 

dove è 

A, = A'il)(0). 

Viceversa sia data la funzione (4) : essa sarà sviluppabile in una serie 
di potenze i cui coefficienti sono esprimibili in funzione, razionale intera 
di grado fc — 1, del proprio indice. 

Posto infatti 

o. = * W = e. + «■ + c,«' + . . . + c._, n«- (6) 

basterà poter determinare e,,, e,, . . . c^-i in modo che sia 

A'^I) (0) = A, (i =0, 1, 2, . . . fc — 1). (fi) 

Ora, avendo posto 

4W=j/.-(^)(p-l)n+(^)(y-2) ±(^^j) 

4i<> (0) — 4Wc, + 4'ff"Cn., + . . . + i'0»-'c,., 
e quindi le (6) diverranno 

AWri + AWriM + .-. + iO-c-.-A, (.' = 0, 1,2, . . . i — 1) (ff) 
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Si osservi ora che le (6') formano nn eietema di k equazioni fra le it 
iacognite Cg, Ci , . . , c^-i , sistema che è normale, poiché il determinaiite dei 
coefficienti, come facilmente ei verifica, è diverso da zero e precÌ9atii€Di« 
ufCnale a 1!2!3!...A- — 1!: ai poasono perciò determinare i coefficienti e, 
e quindi la tjj (n). 

3. La formula 

an = ao+(jJA(i» + (2] A'ot. + ■ ■ ■ + A"»» 

fornitaci dal Calcolo delle differenze, ci dÀ 

«„ = A^+(")a,+ (2)a, + --- + A„ per«^fr-l _ 

fl, = A,+ (")A.+ (2)A. + ... + (^._;^j]A„ pern>fc-r' 

formule che servono a calcolare rapidamente i coefficienti a^ dello svi- 
luppo in serie della funzione (4). 

Ma delle (7) ce ne serviamo anche ad altro scopo. 

Sviluppiamo il secondo membro della seconda formula per le potenze 

crescenti di n. Se denotiamo con 8^,, (A < n) la somma dei I , 1 pro- 
dotti dei numeri 1,2, 3.,., h — 1 combinati ad A ad A in tutti i modi 
possibili, detto sviluppo sarà 



Ou 


= sV 


/A,S„ A 


+ 


! + r + 2! 




Confrontando la (5) 


oon 


1. (8) . 


ottiene 




Cr = 


AA.r A, 


-t- 1 


^ + ^ 


li S,.H-, 

-1-2! 



(r = 0, l,2,...fc— 1) 
i le soluzioni del sistema (C). Ora tenendo conto che 

A,_4'«. = a,-(;]«,.. + (')a, ...±«. 
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L'espressione dei coefficienti e, in funzione dì a^,ai, . . .ai_, pnò aversi 
ancora risolvendo il sistema 

a, = e, + Cii -\- Cai* + ... + c^_,i'-' (1=0,1,2,. ..k— 1) 

ottenuto dalla (5) ponendo n ^ 0, 1, 2, . . . fc — 1. 
Tale risoluzione di 

^^■ — u,i,. ../,_!) c,_ 11213!...»:— 1! *'"' 

dove D„.. è il reciproco dell'elemento n' nella linea m" del determinante 

1 

1 1 1 1 

2 2' 2"-' 



j,_i (j,_i)- (j,_r 

Si trae dunque confrontando ' (9) con (10) 

D,^^,^^, = 1 ! 2 ! 3! . . . A: — 1 ! B,^. 

Si sono espressi cosi ì reciproci del determinante (11) mediante ! nu- 
meri S„,„ che si calcolano con molta rapidità: (*) ciò ci permette dì risol- 
vere immediatamente il sistema di k equazioni lineari non omogenee fra k 
incognite x^,Xi, a;j,_i 

(i = 0,l,...A:— 1) x^-\-x,Ì-\-x^^-\-...x^.,t''-' = a, 

senza aver bisogno di ese^lre Ìl calcolo laboriosissimo dei determinanti 
di ^•* ordine cui darebbe luogo la risoluzione diretta. 
Le formule già trovate ci danno 

Ed è facile vedere come si risolva immediatamente anche il sistema 
(( = 1, 2, . . . fc — 1) Xii + a^,j» + . . . x^.ii"" = o, 
che, come il primo, interviene spesso in problemi di Interpolazione. 
C«Dta, Settembre 1903. 

TlLIPPO StBIRAXt. 
(*) Cfr. SiBiKAHi. Un Hotnalf ipwchio di xumtri. 'Periodico di Hatenutici, , tomo XVl. 
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il primo, da mas, femina, per il secondo da («io, plure. Venendo finalmente 
ai verbi, comincia col sopprimere i sulfisBi personali, osservando che, per 
questo, basta far precedere il verbo inflessibile da me, te, ille etc., e sop- 
prime poi completamente la coningazione, prendendo per ogni verbo una 
forma unica, che si ottiene togliendo dall'infinito presente la termina- 
zione -re o -ri («e pel veri» esse). (*) 

Con queste convenzioni, è evidente che un semplice vocabolario latino, 
contenente il nominativo e il genitivo di ogni nome e l'infinito dei verbi, 
è sufficiente per scrivere e tradurre nella nuova lingua anche a chi non 
abbia alcuna cognizione di latino: per i vocaboli però bisogna scej;liere, 
oltre che nel latino classico, anche nel latino popolare, introducendo pure 
quei vocaboli che ora sono divenuti internazionali, come metro, dt/ne etc. 

Questi, in breve, i concetti dell'illustre autore, concetti che, dalla larga 
approvazione già avuta dai dotti, sembrano davvero destinati a trionfare. 

Per terminare, porterò, come esempio, la breve nota seguente, scritta 
nella nuova lingua: 

Mensura de circulo iuxta Leonardo Pisano. 

Leonardo Tibonacci in • Practìca Geometriae > dice: 

' Si secundum pisanum modum (circulum) mensurare deaideras, dya- 

metrum in se multiplica; et quod provenerit divide per 7, et habebis pa- 

22 

nora embadj ipsiua cirealj • . Hic regala significa quod 11=-^-, ut me 

nnnc demonstra. Si enim mensura de diametro de circulo in pertica, es 2r, 
quadrato de diametro es r', qui, diviso per 7, me dice es mensura de 
superficie de eirculo, espresso per panoro. Oporte enim nos sci panoro 
contine pertica 5 'j,: si igitur 2r es mensura de diametro in pertica, iuxta 

ir* 
regnla de lieonardo, nos habe superfìcie de circulo lequale ad panoro -=- ■ 

ir* 
ai nunc hic mensura nos vole reduce in pertica, oporte multiplica -=- 

per 5'/», id es 

ir* ir' 11 11 

Sup. de circulo = -^- X 5 Vi ^ -^r- . -^^ir* .-rj- 

Sed jv es sequale -s- : 4 = -j- : igitur S ^ nr^, ul 
medietate de diametro, expresao in pertica, id es in i; 
nos mensura diametros. 

« Mario Lazzarini. 
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dove s, t indica una combinazione della seconda classe degli indici 

1, 2, . . . n -[- i» 

Indichiamo con ViV^ . . . r^j^^ una permutazione qualunque degli indici 

1, 2, ... 71 -|- 1, e per brevità un determinante (2/1 ym 2/n) con (Imn). 

Consideriamo ora le espressioni: 



.2 



Anr» = 



« yr, «yr* . . . «yfnJ-i 



Osserviamo anzitutto che: 



r f 



(2) 



Anm = (— 1)° A 



r2ri 



Di più il valore di una qualunque delle A non si altera scambiando 
r indica rs con uno qualunque di quelli che lo seguono. Infatti, indicando 
con A'nra l'espressione ottenuta da Anrj scambiando r^ con r^ si ha: 



Ari T2 — A'ri Ti ^ 



ajr^ajrt • • -flynai 



(n^2^8)"(nr2rg)'(rir8r4)...(rir8r„+i) 






«yr, «yr^ • . • «yrn+i 



(«yr. (r^rir^) — ay,, {nrir^)} 



per la nota identità: 
e ricordando le (1), 

Arira — A'nr* = 0. 



^yr, «yr, «yr, . • • «ypn+1 , 



Possiamo quindi dire che in generale le espressioni (2) distinte in vb,- 

n(n-\-l) 
lore si riducono ad 71(71+ 1) ® quelle distinte in valore assoluto ad — J^ — - , 

di 

Ora dalla identità: 

«x {r^nu) = ayr, {xr^u) + «ya {xur^) + «yr, {xr^r^), 
moltiplicando per 

si ha, per le (1), 

«X «yr, ayr, ayr, . . . «yr„+i if^fz^^ = oyr, «Vr, ayr. . • . «yr„+i («rgr*), 
e per le (2): 

axayr,«yr,«yr....ayr„4.i = Ar^r* {r^nn) {nur^ (nnn) ... (^s^^n+i) (^^s^) (3) 

Evidentemente di tali eguaglianze se ne possono trovare ^ • 

Supponiamo ora che per un certo valore k ài h {Jc<in) sussista la 
seguente formola (qualunque sia la permutazione ViV^ , . . r^+'^ : 



«^x «yrh42 • • • «yra+i 2 Ar.Tj {r^T^r^j^^) . . . (r^nr^+i) (a^r^rt)^, 



W 



r..ri 
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e per l'identità: 

(f-if-tr,) {jTtrt) + (ar.*-,) (nnr.) = (a^jr,) (r,r,r4), 
si ha: 

r = (r.r,r.+,)...(xr4r,)'-+', 

che è appunto il coefficieEte di Arir, nella (4), quando si faccia h:=k-\-l. 
Se Tt fosse ej^ale ad rt, allora r, sarebbe nec«9sariainente egaale ad r„ e 
non si farebbe che ripetere il ragionamento fatto. Dimostrazione analoga 
si farebbe se Av, entrasse solamente nella prima e terza parte o sola- 
mente nella seconda e terza. 

Veniamo infine al terzo caso. Il coefficiente di Ar.r, è 

j^^{{r.nr,) (r.r.r,,.) . . . (r.r.r.^,) {^,r,)^ (xr.r.) + 

+ ir,r^r,) {r.rtr^+,) . . . (r,r,r,4,) (a^.r»)'' (xr^rt) + 
+ (r,Ttn) (r,rirk+, ) . . . (r.nr„+, ) (xr.r,)" (xr.r,)} = 

= (^r,r^ri) ('"■'■''■'=+* ) " ■ ' ('■•'•t''"+i ) (■'^'•'•t)'' {(r.nn) (ar.n) -f- 

+ ('■■'■ira) i^r^n) -j- (r,r,rt) (xr^r»)} ; 

e per l'identità 

(r,rir,) (xr.r.) + {r,rtr») (xrtra) + {r,rirt) (xrtrt) = (ar.r,) (r,r,r,), 

esso diventa: 

ir,r,r^+^ )... (r,nr,+, ) (aT,r,)^+' , 



vediamo quindi che anche in questo caso il coefficiente di Ar.ri è eguale 
a quello che dà la (4) per A ^ fc -)- 1. 

Possiamo perciò concludere che la (4) suBsiste pure per A ;^ A; -|- 1; 
ma noi l'abbiamo verificata per A^l, quindi essa è sempre vera. 

In particolare per h^n si ha : 

/■==«^ = 2A.t(a!«i)". 

dove nel sommatorie devono comparire tutte le A corrispondenti alle com- 
binazioni della seconda classe dei uameri 1, 2, ... ti -|- 1. 
Osservando che: 

" ^ {stl]'...{at8—l}{sts-\-l)...{stt—l) {att-\-l)...{stn-\-l) 

possiamo enunciare il seguente teorema : 

Nello aviluj>po di una forma ternaria di ordine n mediante le enne- 
sime potenze delle forme lineari corrispondenti ai lati di un (n-}-l)-gono 
coniugato completo, il coefficiente di (xy^y,)" non è altro che il rapporto 
fra l'armonizzante della forma data e di quella -p,, che si lAtieiie come prò- 
dolio delle forme lineari corrispondenti ai vertici per cui non passa 
(sy^,) ^ prendendone ima, due volte e l'armonizzante della stessa ()i,t 
e della forma ennesima potenza esatta di (Kynyt). 



PER] 

dove iih . . . tm è una qualunt 

1, 2, ... n ad m ad m, alle q 
Sì osservi ora che nel det 
ogni somma sono comuni a te 
determinanti sono nulli tutti ( 
di questi n — m, oppure due, 
ad m se n — m > di m. 

Nel primo caso i dotermii 



("T")+(" 



nel secondo caso sono: 



("Ti 



Ciò posto, applicando un noto 

a™ , 

dove Mn-.r,n-8 ìndica il minore 
binazione rir2 . . . rm di righe m 
matorio va esteso a tutte le e 
Un minore qfialunque Mr» e 
di righe e la SiS« . . . Sm di eoi 
fiori di ordine n — m ottenuti 
ed escludendo nella somma U 
n — m se n <[ 2m oppure fino 

S1S2 • . . Sin . 

Consideriamo ora, per terii 
crii — «11 . . . Ali . 



1—1 



mi 



ObA — tfal • • • Adì • 

dove Su indica la somma di i 
rando in a la A;*"* riga e la i 
lonna la i™* colonna di a; infi 

Ali . Su 



II.*— Osservazioni sopra 

In tutti i trattati di geoni 
guente : 

Date le due proiezioni ortc 
pendicolari, determinare le tra 
nteniOj nonché quelle^ T e U, s 
zioni di un punto qualunque I 

Le consuete soluzioni alici 
81 trovi in un piano perpendic 
cessano di essere applicabili; 
ex novo, alla qual cosa sono { 
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Ola* Dimoitrafi che le aree dell» lìnee deierUle da un fuoco e dal centro 
d'un'elliste che adrttceiola sopra una retta fissa, che cioì ai muore nel proprio piano 
toccando una retta fista in un punto fisso, sono espresse da; 2an (a — b); Jn (a — b)* 
e»»endo tt il semiasse e b l'altro. 

G. LOHQOBIBDI. . 

RltoluzionB del tig. Gindinl, R, U. di Pulì. 

Chiamiamo: XY la retta fissa, P qd ano punto fiaao; F, F', C i fuochi e il 
centro dell'ellisse. 

I. Assamiamo PX per asse polare a P per polo, e determiniamo t'equazioue 
della curva deseritU da F. Posto PF = p, XFP = to, «Tremo; 

0. ± i FPÌ" = 90*. (1) 

Dal triangolo PFF per note formule di trigonometria si ha: 

— (PF+PF)' — FP* fc' 

* 4PF . PF' PF . PF" ' ^ ' 

quindi per le (I), (2) l'equazione della curva descritta da F sarà: 



II. Troviamo l'eqaaiione della curva descrltU da C. Sia PC = p, CPX = m; 
tenendo conto che FPX = F'PV = 90° ^ i FPF' avremo ; 

2p sen ux = PF sen FPX + PF' aen F'PY = Za eoa i FPF, (4) 

inoltre 

PF' + PF* = 2 (p' + FC") = 2 {p' + o'- 6') 

PF.PF = ì(PF + PF'J'-ì(PF' + pF') = 2<i'-(p'+<.*-6*) = o'+6'-p», (5) 
quindi per le (4), (2), (5} l'equaiione della curva descritta da C è: 

«" + b' — p' 

III. Dalle (3), (6) si ha rispettivamente: ^^^^^ 

^ '■' 2 2seii<o 

le {Z), (6) sono simmetriche rispetto alla perpendicolare in P alla XY ed ammet- 
tono nel primo quadrante punti reali rispettivamente per eti^if; (u 3np' dova 
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I CalcoliAmo B. Si ha; 

1 '•-. 

Facendo nella (9) aucceaslvameate ui = — , u = t', per le (8), (12) risulta ti- 
apettivamente a: = l, x = co. Dunqae per la (10): 

B = (a' + i<){-Ì^,(,rcl8.i + arclg|-)'-2(arcl.s»i;,) = 



"(o"+»V' 



='-+"'(-^-l+f)=l'"-"' '■"■ 

ano. Si considrri un circolo e i una <«« corda VF. Una conica nariabiU, 
ma avente per fuochi F, F' ineonlra il circolo e in quattro punti A, B, A', B'. Di- 
mottrart che ciascuno dei quadrilateri FAF'A', FAF'B, FAF'B', FBFB', FA'F'B', 
FA'F'B ha i suoi lati tangenti ad un circolo. Il luogo dei centri di questi circoli 

E,-N, Barisibn. 

RItoluiione del ilg. Gandini, R. U. di Pavia. 

Premetto e dimostro il seguente teorema; L» congiungenti i fuochi F, F' con 
due punti A < B d'una conica sono tangenti ad nn cerchio che ha per centro il 
polo P della AB. 

Siano a, 9, ria pettiv amente i punti d'incontro di FA e FU con le perpendicolari 
condotte da F r PA. PB. Avremo; 

Fa=FS: (1) 

le rotte FA, PB sono ìe mediatrici dei lati F'a, F'^ del triangolo cF'}, quindi la 
mediatrice di n? passa per P, e per la (1) passa anche per F cioè P è equidi- 
stante dalle retto FA, FB ; inoltre esso equidista dalle rette FA, F'A e ancfae dalle 
FB, FB perciò il punto P è equidistanto dai lati del quadrilatero FAF'B. e. d. d. 

Ciò posto, sìa DE il diametro p^pendi colare ad FF e supponiamo che A sìa 
un FD, B BU FÉ. B' su Et" e A' eu FD. Co.iaidariarao un' iperbole di fuochi F, F. 

1. Le rette AE, BD, A'E, B'D eono TÌspettivameute le tangenti nei punti 
A, B, A', B' all'iperbole. Per it teorama precedente i punti E, R = |AE, ED), 
S = {AE.B'D), D.R' = (A'E.B'D), S'= (A'E, BD|, sono rispettivamente i centri di 
cerchi tangenti ai lati dei quadrilateri FAF'A'. FAFB. FAF'B'. FBF'B', FA'FB'. 
FA'FB. 

H. Sia O il punto d'incontro della parallele condotte ad AB, AB' rispettiva- 
mente per E ed S; P = (AB, FR). Si ha: b'aE = ORS = B'AE = OSR cioè 

OS = OR; (2) 

ORÒ = AM = RÉb, OSb = Affb = SED dunque OR, OS sono tangenti ai cer- 
chi DER, DES, e per la (1| il punto O si troverà sul loro asse radicale DE. Sin 0' 
il pnnto d'incontro della tangente in F a e con OR. Siccome R è il centro del 
cerchio inacritto nel quadrilatero FAF'B, sarà RFA = RFB, e ^aindi 
ÓTR = OTA + AFR = FBA + BFR = FPA = FRO'j 
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657. Le tre iperbole circoscritte a. un triangolo e tangenti nei 
vertici di questo alle semidiane corrispondenti hanno per centri i 
punti medii dei Iati opposti e per asintoti le rette di Wallace rela- 
tive ai punti medii delle coppie di archi che gli stesai lati determi- 
nano nel circolo circoscritto. 

I piedi delle ceviane dei punti appartenenti a ciascuna delle tre 
iperbole sono in circoli che passano per il centro della curva. 

G. BiAsi. 

668. Luogo dei punti di contatto delle tangenti condotti da un 
punto fìsso a tutti i circoli bitangenti a una conica. 

659. Da un punto M del piano di un' ellisse di centro si con- 
ducano le tangenti MP, MQ nei punti P, Q. II luogo dei punti M 
tali che il quadrilatero MPOQ sia inscrittibile in un circolo è for- 
mato dalle diagonali del rettangolo che ha per mediane gli assi. Si 
trovi anche il centro del circolo circoscritto a MPOQ, 

660. Una parabola di grandezza invariabile rota attorno al fuoco; 
si trovi: 1° il luogo dei punti di contatto delle tangenti condotte da 
un punto fisso; 2° il luogo dei piedi delle normali condotte dallo 
stesso punto. 

661. L'ortocentro di un triangolo inscritto in una iperbole equi- 
latera è simmetrico rispetto al centro della iperbole del quarto punto 
d'incontro dell'iperbole stessa col circolo circoscritto al triangolo. 

E.-N. Barisien. 
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Euclide emendato dal P. Gerolamo Saccheri. Traduzione e note del 
prof. G. Boccardini. Manuali HiJepli, 1904. 

h'Euelideg ab omni naevo vindicalus sive conalna quo slabilìunlur prima ipsa 
tinirersai Geomelriae Principia, auetore Hieronyino Saccheria Socitlalis Jesu, pub- 
blicnto nel 1733 a Milano, poco prima della morte dell'autore, non è da confon- 
dersi eoo i tanti infelic;! tentativi fatti per dimostrare il postulato delle parallele; 
]' illastre Beltrami eaumù e comunicò alla R. Acc. dei Lincei nel 1699 quest'opera 
del Saccheri, che qualificò come un precursore di Legendre e Lobatschewsky. 

Il procedimento del Saccheri consiste nel supporre che il postulato V d'Euclide 
non sìa vero; partendo da questa ipotesi, egli ricava una serie di proposizioni che 
avrebbero dovuto portarla alla scoperta fatta un centinaio d'anni dopo da Lobat- 
chewsky e Bolyai, se il suo ragionamento non fosso stato traviato dalla convin- 
zione che l'unica geometria possibile fosse quella d'Euclide. . 

Questo libro fu tradotto in inglese nel 1894 e in tedesco nel 1895, e se ne 
sono occupati distinti matematici come it Mansion, il Veronese, il Segre, ecc. 



IdU PEitlUDICO Dì HATEHATICA. 

Creiltsmo perciò clje abbiano fatto inolio bene il prof. Boccardlni e l'editore 
Hoepli A pubblicarne questa tiailuzians ilaliatia, affinchè t>ia maggiorili ente cono- 
sciutH r interessante operetta. 

Castelnuovo. — Lezioni di gtomelrin anaUlim e pioteltiin. Voi. I. 
(Foinie di prima specie - Oeometria analitica <Ìel piano. - Curve 
(li secondo ordine). Roma, Società editrice Dante Alighieri, 1891. 

È noto che, mentre nelle nostre Università eeisluno in generale due corsi di- 
atinti di geometria analitica e di geometria proiettiva, nella Università di Roma 
questi sono stati da vari anni riuniti in un nolo iiiBe^jiiRroento * nllo scopo, din 

* l'A. nella prefazione, di associare in armonica nniune, i itue metudi cui la Geo. 

* metria deve le sue vittorie, e rivolgerli insieme ad nccreacore la cultura sci en- 

* tifica dei giovani ,. 

I/illuslre prof Castelnuovo cbiamnto ad attuare quesla innovazione didattica, 
ba compilato un corso di lezioni, e da qnellD lia tratto l'opera di cui ora è stalo 
pubblicnto il I volume relativo alla forme di I' e 2* specie. 

* In essa, dice l'A., il letture non deve adunque cercare quella unita di meni. 

* quella purezza di linee, die attribuiscono ad un trattato dì geometria proiettivi 

* i caratteri di un'opera d'arte. Ma non troverà nemmeno traccia dello sforzo, i 

* cui deve adattarsi cbi vuole da un unico punto di vista osservare un orizzonte 

* troppo vasto. Ogni questione vìen qui discussa col metodo che più hi presta ad 

* approfondirla, e vari argomenti, esaminati sotto molteplici aspetti, acquistuiD 

Queste parole sintetizzano a meraviglia il carattere dell'opera, che è vera- 
mente pregevole e degna del nome dell'autore, ben noto ai cultori delle mitenui' 
ticbe discipline per le sue importanti e geniali ricerche nel campo della geome- 
tria. Trattandosi di un nuovo indifìzzo didattico si può affermare che non poterà 
esser fatta la prova con maggiore acume, competenza e coscienza. 

L'opera 6 divisa nel modo seguente: 

IiitaoDuzioNE. nella quale sono stabilite le nozioni di forme geometriche fon- 
damentali, elementi impropri, dualità, pruiettività e gli altri fondamentali delia 
geometria proiettiva. 

Farts I. — Forme di prima ipecie. Questa è divisa in tre capitoli, e cioè: 
!. — Sifttmi di coordinale dette forme di prima specie. 
II. — Proiettieità tra due forme di prima specie. 
'ili. — Invoimiont sopra uno forma di prima speC't. 

In tutti questi capitoli dopo avere stabiliti i vari sistemi conosciuti di coor- 
dinate per le forme di prima specie, è fatto uno studio profondo e accurate ì» 
tutti i minimi particolari, della proiettività e dell'involuzione nelle forma niede- 
ainia, alternando opportunamente le considerazioni puramente geometriche colle 
Analitiche. 

Pamib li. — Geometria analitica del piano. Questa si compone di una breve 
introduzione, nella quale si stabilisce la nozione di coordinate cartesiane, e di sei 
capitoli, e cioè: 

I. — Relazioni di posizione fra punii e rette. 

II. — Distame, angoli, aree. 

III. — Trasformazione delle coordinale ■ Coordinale omogenee di punte t rette- Coiir- 

dinale proiettive . 
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V. — Il cerchio ed altfe curve pnrticolari. 

VI. — i'roieUiviià ira forme di aeconda specie, 

Pauts III. — Curve di seeond' ordine. — QuestA è pure divisa nei sei capitoli 

I. — Polarità definita dalla curva. 

II. — Costruzioni di toniche - Teoremi di Pascal, Brianehon e Deaargue». 

III. — Proprietà diametrali. 

IV. -^ Forme ridotte delle equazioni delle coniche. 

V. — Proprietà focali delle coniche. 

VI. — Trasformazione di una conica mediante una collineatione. 

Appenuicb. — 1. Sui problemi geometrici. — Questa parte è una eeconds edi- 
zione dell'articolo Sulla risoltibililà dei problemi geometrici cogl'istrumenti ele- 
mentari, che fa parte della raccolta di Questioni riguardanti la geometria elemen- 
tare, pubblicati da F. Enriques nel 1900. 

11. Raccolta di alcune formule di geometrìa analitica piana. — È questo una 
specie dj funnulario coutenente i risultati più necessari per la pratica ottenuti 
nella II e IH parte. 

Abbiamo riprodotto questo breve sommario per dare una pallida idea delle 
materie contenute pel volume (che sono in sostanza quelle che si svolgono negli 
ordinari corsi di geometria analitica e proiettiva) s dell'ordiue Del quale esse si 
seguono. 

E supei'fluo accennare che sempre le considerazioni algebriche e geometriche 
si succedono e s' in trecci ano, sviscerando per cosi dire, i vari argomenti. Ad ogni 
capitolo aegue una copiosa laccolta di esercizi gradualmente e rafionnlmente di- 
sposti, alcuni con cenni di risoluzioni, nella quale sono evolte importanti teorie 
nccessorie, cbe sono casi speciali e importanti complementi della parte generale, 
in guisa che il volume diviene per esiti una specie di enciclopedia contenente 
tatti i concetti rondamontali relativi alla parte elementare della geometria anali- 
tica e proiettiva. 

Con questi brevi cenni non abbiamo per nulla preteso di far conoscere il libro, 
ma piuttosto d'invogliare i lettori a leggerlo e meditarlo. 

Webeb. — Encyklopiidie der eteiiientaren Algebra und Analysis. Leipzig, 
Teubner, 1903. 

Questo bel volume di circa 450 pagine è il primo dei tre che costituiscono 
la EncgklopSdie der Elementar-Malhemalik dei proreasori WkBBs e Wbllstbin, 

Come dichiara l'autore, un tale libro non à uè vuole essere un libro scolastico, 
ma è per così dire una ricca miniera, dove gl'insegnanti possono scegliere la 
materia del loro insegnamento, a gli studenti cbe si dedicano alla matematica 
possono trovare quanta occorre per ordinare e arricchire le loro cognizioni. E <' 
ramente la quantità di materia raccolta con rigare e chiarezza in un voluni 
lativamente piccolo è considerevolissima, come si può giudicare dalt'ind' 
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V. — Rapporti. 
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* MAR 9 1904 

(, In una mia pubblicazione, fatta pochi mesi or sono, mi sono occupSTU 
di alcone Ricerche intorno ai poliedri ed alle reti aulocorrelaitv^. (*) 

Nella prima parte di qnel lavoro, Poliedri e reti niitocorrelative in ge- 
nerale, dopo avere esteso il significato di poliedro coli' introdorvi il con- 
cetto di facce monolatere e hilatere e quello di angoloidi monospigoli e 
bigpigoli, e dopo avere ben precisato il concetto di ordine, di correlatività 
e autocorrélalività nei poliedri. (**) ho stabilito le formule generali che 
servono di base alla determinazione di tutti i poliedri e delle reti richie- 
ste. In questa ricerca sono state distinte le tre seguenti classi di poliedri: 
I. Autocorrelativi con elementi del 3° ordine; II. id. con elementi del 2°, 
ma senza elementi del 3"; III. id. con elementi del 1' ma senza elementi 
del 2". Per ognuna di queste classi ho dimostrato l'esistenza di infinite 
serie di poliedri, ho accennato al modo per poterli effettivamente costruire 
ed ho dimostrato che le relazioni fondamentali oltre esprìmere la condi- 
zione necessaria, esprimono anche la condizione sufficiente per l'esistenza 
dei poliedri e delle reti autocorrelative. Nella II parte del lavoro Poliedri 
e reti autocorrelative uniformi, mi occupo della ricerca di quegli speciali 
autocorrelativi nei quali i vari elementi dei differenti ordini prendono 
parte in egual numero alla costituzione del corpo. Per questa ricerca, 
partendo sempre dalle stesse formule fondamentali, opportunamente ri- 
dotte pel caso speciale da studiarsi, determino ì 44 poliedri e le 31 reti 
che sole esistono sotto le condizioni poste. Tanto i poliedri che le reti 
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Per mettere due di tali autocorrelatìvi uniformi in posizione coniugata 
immaginiamo uno di essi inscritto in una afera di rajrgip nno, e proiettato 
su di essa. M 

Se GEFK e KCF (fig. 1) sono due iac- ^ r-*^:^ 

ce ufericbe adiacenti, rispettivamente di 3 
e 4 lati, di tale poliedro, l'altro corpo dovrà 
avere il vertice N di un angoloide quadri- 
spigolo, nel centro sferico della faccia qua- 
drangolare GEFK, e il vertice Q, di un an- G 
goloide trispigolo, nel centro sferico della 
faccia triangolare XCF e per conseguenza, 
i due archi di cìrcolp massimo NQ e FÉ si 
tagliano scambievolmente per metà e ad *' ' 

angolo retto in S. Il quadrato sferico FNKQ risulta perciò inscritto nel 
trianftolo trirettangolo UPR, ed è facile riconoscere che deve essere 

PN = PK = SF= SK: = SQ = SN. 

ì di questi archi e ponendo inoltre 




Chiamando x la lunghezza 
y=iMF = QR, sarà ancora 



FQ = 



= KN = NF = 90»— 2i/. 



MN = KE, = 90»— 
Ora si ricavano facilmente, .per mezzo 'delle note formule di trigono- 
metria sferica applicate ai triangoli sferici rettangoli MNF, MNQ e PN^K, 

rispettivamente le formule aegnenti; 

|sen 2^/ = Ben » cos y j 

Icos 2x ^ sen a; Ben y 

sen 2y^coB*3 



/2Beny = 6ena:; 
I _ sen'a: 



- cos 2x I 



(1) 



1+ cos 2xi 



= (2)i 



1 



a2,=|/: 



cos2a; 



/ 1-j-cob2x \' 
\ 27"/ 

Vio 



«2y 3 yio 



" 2 5 

La (fig. 1) 6 la prima delle (3) mostrano che pel trapezio GKFE, che è 
una delle facce quadrangolari dell'ottaedro-ottangoloide autocorrelativo, si ha 
GK = KF = GÈ = 2 sen ar = 2 sen i (are cos -j). 

Parimenti dalla 1" delle (2) si ha, sempre pel solito trapezio, 
EF = 2 aen y = aen x = \ GK. 

Il trapezio predetto .è quindi facilmente coatruibile quando di easa ai 
conosca un lato, per eaempìo la base maggiore GK. 

Determiniamo ora la faccia triangolare FKC (fig. 1); di essa ai cono- 
scono intanto i due lati FK = PC = GK; ora io dico che la base KC è 
eguale alla diagonale GF del trapezio. Infatti, supponendo tracciata questa 
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in modo conveniente, (*) di poter ottenere, nella eaa vera forma, l'ot- 
taedro-ottangoloide aatocorrelativo in modo che due di tali solidi possono 
metterai in perfetta posizione coninK'^'^- 

4. Vediamo ora come possa essere costruito l'aggruppamento di questa 
coppia coniugata. A tale scopo cominciamo a determinare alcune proprietà 
del trapezio isoscele che rappresenta la faccia quadrangolare dell'ottaedro 
ottangoloide autocorrelativo. Sapendo, come abbiamo già mostrato, che i 
lati non paralleli sono eguali alla base inferiore e che questa è doppia 
della superiore, si deduce subito (fig. 2) che : 

1°. Le diagonali si tagliano in dne parti che stanno come 1 : 2. 

2*. L'angolo acuto a si ricava dal triangolo EGT per mezzo della re- 
lazione, cosa^O,25, da cui a^'75'*3r20",957 e consegnentemente gli 
angoli Ottusi hanno il valore di 104° 28" 39", 043. 

3". Le diagonali sono bisettrici degli angoli ottusi. 

4°. Essendo L, I, H i punti di mezzo rispettivamente dei lati GK, GÈ, 
FK, ed il punto d'incontro delle diagonali, dico che il quadrilatero 
LIOH è quello secondo il quale il trapezio appartenente ad uno degli ut- 

1 T 




taedri-ottaiìgoloidi, taglia l'angoloide quadrispigolo corri sjmndente del suo 
coniugato. Riferendoci alla fig. 3 si vede subito che i punti L, I, H di essa 
corrispondono effettivamente, nella fig. 2, ai punti omonimi. Rimane da di- 
mostrare che il punto della fig. 3 è quello stesso punto determinato, 
nel modo già detto, sulla fig. 2. Basta per questo far vedere (fig. 3} che 
NL=|i), essendo d la distanza dello spigolo EF dal piano dei punti G,K,C. 
Infatti (fig. 1 e 3), NL = sen NP ^ sen x, e d^coay, ora le relazioni (4) 
provano appunto che NL ^ j d. 

5°. La faccia triangolare FEC (fig. 3) è eguale al triangolo GKP (fig. 2 
e 3), ed è facile riconoscere che la linea OHLZ (fig. 2) corrisponde alla 

D Veggiui. ■ questa propolito, quanto ebbi ornsione di BcrlTere in un* mia uolt, SkUo «dì- 
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(li cui il ragj;io potrà sempre prendersi eguale all'unità. Sìa allora (fìg. 5) 
PAB una delle facce laterali di una delle piramidi della coppia, aveote 
per base un poligono di n lati, e indichiamo con PAB Ìl triangolo sferico 
corrispondente. Siano per la seconda piramide della coppia, P'A'B' e P'A'B' 
rispettivamente la faccia laterale e il triangolo sferico corrispondente. Per 
la condizione di autocorrelatività, di posizione coniugata e di eguaglianza 
delle due piramidi, dovrà essere: PP' un diametro della sfera; B' il centro 
sferico di PAB e B quello di FA^B'; 
comune dei quali sarà indicato con 2/; . 
glianza degli angoli sferici APB e 
A'P'B' il cui valore comune è dato 
-. Detto ora M il punto di mez- 
zo di AP, dal triangolo sferico PMB', 
rettangolo in M, 

f 

- = — tg ? cot 2/ 



= PB = P'A'= P'B' il valore 
A'B'. Avremo inoltre l'è: 




La conoscenza di H è sufficiente per la determinazione della piramide 
che ai cerca, ed è facile dedurre grmfic&mente da questa tutti gli elementi 
della piramide stessa. 

Esaminiamo alcuni casi particolari. Per n = 2, che corrisponde alla 
piramide di cui la base è nn segmento rettilineo (che pnò riguardarsi 
come un bilatero regolare) si ha H^^l. Questa coppia coniugata può ot- 
tenersi tagliando un quadrato secondo una diagonale e facendo poi ruotare 
di my metà di esso intorno all'altra diagonale. 

Per n = 3 si trova H = j , che corrisponde al caso di 
tetraedri regolari. 

Per n^<» (caso in cui la piramide diventa utì cono) si ha H = 



i coppia 
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i vertici della linea poligonale, e dopo ciò è facile determinare sullo svi- 
luppo f;ià disegnato della superficie laterale della prima piramide, quello 
della zona piramidale terminata dalla linea a zig-zag sopra accennata. Lun- 
^ questa linea deve venire a combaciare la parte superiore di uno speciale 
tronco di piramide che fa parte della seconda piramide della coppia. La 
base di questo tronco epeclalri di piramide, aperto superiormente, deve poi 
contenere un'apertura centrale limitata da un poligono di n lati, concen- 
trico a quello che rappresenta il perìmetro della base, e ruotato rispetto a 

questa, di un angolo eguale a . Per questa apertura deve passare 

la parte superiore della piramide intera. 

È facile vedere che il raggio del circolo circoscritto a questo poligono 
concentrico è rappresentato da K'C'= KC. Questo stesso poligono dovrà 
«ssere disegnato anche sulla base della prima piramide, perchè su di essa 
deve attaccarsi, per la base, la piccola piramide simile alla grande avente 
per base il poligono predetto e per spigolo laterale la lunghezza del seg- 
mento KT = KF. 

8. Come applicazione di quanto precede, consideriamo il caso partico- 
lare di una coppia coniugata di piramidi pentagonali; dico che i 12 vertici 
dei due solidi sono quelli dì un icogaedro regolare. Infatti il valore 2). 
del lato della base pentagojiale della piramide è dato, per la proprietà 
enunciata al n. d, da 

2>. = 2s sen 18° = ^25 . ~ . 
ma per it ^ 5, la (5) dà 

TT-I + Ji 



2X=iVlO(6 — V5) 

che è appunto il valore del lato dell'icosaedro regolare inscritto nella sfera 
di raggio uno. Segue di qui che l'angoloide al vertice della piramide è 
quello stesso di uno dei dodecaedri stellati di Keplero (*) detto anche 
dal Poinsot ("*) dodecaedro steflfUo di 2" specie. Dopo ciò è facile veri- 
ficare che lo sviluppo delle diverse parti della coppia coniugata di pira- 
midi pentagonali si può ottenere facilmente nel seguente modo: Costruito 
il pentagono p base della piramide, si disegni in esso il pentagono stel- 
lato j>' determinato dalle sue diagonali; il piccolo pentagono p" centrale è 
quello che deve essere disegnato sulla base della piramide intera, e ta- 
gliato su quello della seconda piramide. I triangoli isosceli t che rappre- 
sentano le punte del pentagono p' sono le facce laterali della piccola 
piramide da incollarsi sulla parte centrale della base p della prìma pi- 
ramide; infine, ciò che rimane del triangolo isoscele formato da un lato 
di j> e da due delle sue diagonali, dopo avervi tolto p" e il triangolo t 
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BARICENTRO DI UN SISTEMA PIANO DI PUNTI 
CON MASSE IMMAGINARIE 



In questo lavoro, seguendo una notazione- ^ià molto diffusa, pongo: 
= punto; i; = v6ttor6 z=p — p- ^^numero reale; 

7'^ numero complesso del tipo pe'v^q-^qi: o.^s» deduce; e=^é un; 

ctq's . imm e = coefficiente di i nella parte immap;iaaria di e : 

realc = parte reale di e; modc^ modulo di c = e elevato reale logc); 

arg e ^ argomento di e ^ imm (log e) ; 

Gong e = coniugato di e = real e — i imm e. 

Se P, Q sono due proposizioni, la scrittura P.^.Q significa che 
'3-Q e che Q-S-P, cioè le due proposizioni P e Q sono equivalenti. 



I . Siano A, , A| , . . . A„ dei p ed m,, m^, ■ . ■ ni„ dei 



Se m^O, sì chiama baricentro dei punti Ar colle masse m, e con 
r= 1,2, ... n, un punto G tale che, essendo nn punto qualunque, sempre 
si abbia: 



«{G-0) = 



wiG- 



X"^(A,-0) 



ine Xm,Aj rappresenta un v definito dalla egua- 
iVm,A, = èlm, (A, — ■ A„). 



2. Questa definizione, che è fondata sulla nozione di prodotto di un v 
per nn q, e di somma di più v, si può estendere ad un sistema di punti 
!e masse dei quali siano enti annlittin tali che il prodotto di ciascuno di 
essi per un vettore sia nn vettore unicamente determinato. 

Godono di queste proprietà i quaternioni di Hamilton per alcune clàMÌ 
di vettori dello spazio, ed i q' per ì vettori di un piano. 

Oggetto di questa nota è di definire il baricentro di nn sistema dì 
punti tutti contenuti in un piano, ed aventi per masse dei numeri complessi 
del tipo pe'9' cioè dei q'. 
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Se c-^0, chiamo baricentro del sistema 

CiA, + c,A, + . . . CuK 

il ponto G tale che eaeendo un punto qualunque del piano, sempre si 
abbia: 

c(G — 0) = Xc,(A, — 0) 
e scrivo: 

Se c^O, l'espressione ^t<^t^ rappresenta un vettore definito dalla 
relazione 

Sr c^Ar = Sr Cf (A, — A„) . 
7. Siano a,, bf dei q, posto 

e,^ar-{- ibr con ■ r = 1, 2, . , . n 



sarà: 

1 {a. + »6,) A, = ì, a^, + 1 1 b^ . 
Se ' 

posto: 

aA = 2, a,A, , 6B = S 6,Af 

2r {«r + *r) A, = (a + 60 G 
sarà 

(a + 6i') Q = aA-\-UB 
a{Q — A) = b{B — Q)i 

(G-A)/{B-G) = -^t 

i vettori G — A e B — G sono perpendicolari ed il rapporto delle loro 
grandezze è bja. Il punto G è sulla circonferenza di diametro AB e la bi- 
settrice intema dell'angolo BGA incontra AB nel punto {aA-\-bB) i (a-\-b) 
che divide AB nel rapporto bja. Se ne -deduce una facile costruzione di G. 
8. Si ha: 

(a + K) G = aA + 6i E . = . 
^ _ «A -t- fei B _ a*A + VB -\- ab (B ~ A)i 
a + bi - a' + b* 



Posto 



_ aA — bi B _ a'A + b'B~ab{B — A)i 
*^ ~ a — bi ~ a' + b» 

' a*-\-b* 

e-e'=2-,^,(B-A).- 
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Mod e = 1 è l'equazione delPasse della coppia AjAg cioè della perpen- 
dicolare ad A1A2 nel punto (Aj + ^a) / 2. 

12. La coordinata rapporto definisce nel piano un sistema di coordinate 
reali finoi*a poco usato, in cui ciascun punto è determinato dal rapporto 
delle sue distanze da due punti fissi, e dall'angolo sotto cui i punti fissi 
sono veduti dal punto mobile. Però dalla coordinata rapporto si deducono 
facilmente le coordinate cartesiane e polari. Mi limito al caso più semplice. 
Se si assume Ai con origine o polo e la retta A^Aj come asse delle x o 

a«se polare, posto 

(A,-P)/(A,-P) = c 

ossia 

P = (Ai-cA,)/(l-c) = A, + ^-^(A,-Aa 

sarà 

e e 

raggio vettore di P = mod -; r (Ai — A») = AiAj mod — — ^ 

ascissa angolare = arg 



e — 1 



ascissa di P = real [e (Ag — Ai) / (e — 1)] = AiAj real c\(c — 1) 
ordinata di P = imm [e (Aj — Ai) / (e — 1)] = A1A2 imm c\(c — l). 



Rapporti e birapporti. 

13. Siano A, B, C, D punti del piano, pongo: 

(ABC) = (A — C) / (B — C)= rapporto semplice dei punti A, B, C, 
(ABCD) == (ABC) / (ABD) = birappòrto dei punti A, B, C, D. 

Il rapporto .semplice ed il birappòrto sono 5', e si ha: 

AP ^^ 

(ABC)=3g-eiBCA 

(AC AD\ .^ x-^ 
BC = BD-Je'fBCA-BDA). 

14. Dalla identità: 

(A-B) + (B-C) + (C-A) = 

dividendo per C — B, .3 . 

(ACB) + (ABC) = 1 . 

Si ha pure identicamente: 

(ABC) . (BAC) = 1 
quindi posto: 

(ABC)=c, .3. 

(BAC) = 1 / e , (ACB) = 1 — e , (BCA) = 1 — 1 / e = (e — 1) / e 

(CBA) = c/(c— 1), (CAB) = 1 / (1 — e) 
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ed i ponti A, B, C sono ì vertici di uà trias^olo equilatero. 

Se 

imm (ABC) = 

i punti A, B, C sono allineati. 
Se 

reale (ABC) = 

il triangolo ACB è rettangolo in C. 

(ABC) = — l. = .C = (A + B)/2= punto medio di AB. 
Se (ABC) = (A'B'C), ì due triangoli ABC, A'B'C sono direttamente 

20. Tra quattro punti ed un vettore I del piano sussiste la relazione 
{A-B).5ì=5 + (A-C).5=54.(A-D).?^^0. (1) 
Essa ei dednce dalle identità 

(C-D)/I = (A-D);l-(A_0);l 

(D^B);I_(A-B)/I-(A-D);I 

(B-C);i = (A-0);i-(A-B);i 

moltiplicando la prima per A — B, la seconda per A — C, la terza per 
A — D, sommando e riducendo. 

C — B 
Dividendo nella (1) per (B — D) . — r — , si ricava : 

(ABCD) + (ACBD) = 1 . (2) 

La (1) e la (2) sono relazioni fra quattro punti di un piano analoghe 
a quelle che sussistono tra quattro punti allineati. Esse contengono note- 
voli relazioni relative al quadrangolo. Se nella (1) si divide per un vettore J 
« quindi si uguagliano a zero la parte reale e la parte immaginaria dei 
due membri, si ottiene: 

S AB . CD C08 (AB, J + CD, I) = 
S AB . CD sen (AB, J -j- CD, I) = . 
Dalla (2) si deduce: 
AB . CD cos (CSa — CDA) -f AC . DB eoa (BCA — BDA) = AD . BC 
AB . CD sen (CBA — CSa) + AC . DB sen (BCA — BDA) = . 

Da queste formule e dalle altre che si deducono permutando le lettere, 
si può ricavare tutta la quadrangolomelrta. 

Se ABCD è un quadrangolo inscrittibile, ed A, D e B, C sono vertici 
opposti, sarà: 

CBA = c6a ; BCA = bSa , 
quindi 

AB . CD + AC . DB = AD . BC 

che è la relazione di Tolomeo, 
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altro punto F del piano è determinato dalla conoscenza di uno dei sei 
birapporti (A,A,AtP) dove r,s,t è una delle permutazioni degli Ìndici 1, 
2, 3. Posto: 

(A,A,A,P) = e = 1 / e, I 

Bai4: (A,A,A.P) = 1 — -^=1/Ci [ (1) 

(A,A,A,P) = j^ = l/cJ 

(A,A,P) = e, (A,A,A,) \ 

(A^.P) = C(A,A.A,)J (1-) 

(A,A,P) = e, (AiA,A,) ] 

26. La coordinata birapporto complesso permette di dedarre molto 
semplicemente tutti gli altri sistemi di coordinate nel piano, ed in par- 
ticolare quei aìatemi di speciale importanza nella geom^ria del triangolo. 
Poeto: . 

e, = prS' »" con p = 1, 2, 3 
sarà: 

Cif^i = — 1 
quindi: 

Pi f » p» = 1 ; <pi + cp. + ip. = 7t. 

Siano XiXi?>] le coordinate angolari di P rispetto al triangolo AiA|A| 
(coordinate di Foulain) sarà: 

X, = a^-\-tfr con r=:l,2,3. 

Siano d,, ds, (f, le distanze di P dai vertici. Dalla {!') .^. 






rf, : rf, : rf. 



"if p« (hi fi a.r fi 



Siano a-iX^a't le coordinate baricentriche reali di P, aarà: 

Xi'.Xt-Xt^ area A,A»P : area A,A,P : area A,A(P 
= dfdt sen Xi : d^dt sen X» : rf,rf» aen X» 

. senXi ^ senXi senX» 
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Danqae: • H quadrandolo armonico è inscrittibile e conveaao; il pro- 
dotto di dae lati opposti è uguale al prodotto degli altri due; le bisettrici 
di due angoli opposti si incontrano sulla diagonale che unisce i vertici 
degli altri due angoli opposti • . 

Per costruire il coniugato armonico di C rispetto alla coppia A, B, si 
descrìve la circonferenza ABC; siano M, N gli estremi del diametro nor- 
male ad AB; si unisce M {od N) con C, e si unisce con N {o con M) il 
pnnto in cui questa retta incontra AB. Il punto D in cai questa seconda 
retta incontra la circonferenza è il cercato. 

30. Dalla relazione (ABCD) = — 1 si deduce ancora : 

(ABC) + {ABD} = . = . (BAC) + (BAD) = . = . 

. = . ì — (BCA) + 1 -(BDA) = 
. = . (BCA) -f (BDA) = 2 



ossia: < In un quadrangolo armonico il reciproco di una diagonale è la 
semisomma dei reciproci dei due lati che partono da un estremo di essa, 
moltiplicati questi reciproci rispettivamente per i coseni degli angoli che 
i.lati stessi fanno colla diagonale compresa; due lati adiacenti sono pro- 
porzionali ai seni degli angoli che essi fanno colla diagonale compresa > . 

La seconda proprietà si può enunciare dicendo che : • due Iati adia- 
centi sono proporzionali alle loro distanze da un punto qualunque della 
diagonale compresa > . 

Xe consegue che • i lati di un quadrangolo armonico sono proporzio- 
nali alle loro distanze dal punto d'incontro delle diagonali > . (*) 

3 1 . Sia il punto medio di AB, per cui A — = — B, componendo 
e dividendo nella: {A — C) / (B — C) = (D — A) / (B — D) .3. 

(CAO) = (ADO). = .^ = ^. 

Il vettore A — è medio proporzionale tra i vettori C — O e D — 0, 
Ne consegue che DA è media proporzionale tra OC ed OD e che AB 
biseca iutemamente l'angolo COD. 

Dati C, D, ed il punto medio di AB, si possono costruire A e B 
cercando i vettori A — 0, — B medi proporzionali tra i vett«ri C — 
e D — 0, colla costruzione già indicata. 

lo fu propoito di Neuberg " Sor le qundri- 

ei CTltngolo. Sullo aUieo iigomento vedi 
L. T^rr, - Nate sur le quidrlUtére irmonique , . J«iri<il di JVulA. tìtm.. 1S87. Qneata notlile lono 
UFColle dmiB Umile Giom. dtì iHang. di C. Alla»!*, leOO, pug. 177. Gli lulort clUti giunserc ■!!■ 
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PERIO 

meremo (Mse principale, e la 
conciario. 

Soll'asse principale i pu 
zione quadratica iperbolica, i 
tica elittica. In quest'ultima 
ed (A — B0/(1 — vertici < 

36. Ponendo nella relazi< 

(p.r 



(P 



si ha: 

e ponendo in questa 

si deduce: 

(I 

Se i punti Pi , Pa , Pg son 

sarà: 

imm (P1P9P: 
quindi : 

imm (QiQsQs 

ed i punti Qi, Q9, Qj, soi 

Dunque: « Ad ogni retta 

renza passante per O » , e ^ 

per corrisponde una retta 

37. « Ad ogni circonfere 
conferenza non passante per 

imm (Pil 
quindi se Pi , Pg , Pj , P4 sor 

imm (PiPgPgP^ 

ed anche Qi , Qg , Qa , 0* sai 
Le circonferenze passant 

rispondenti a se stesse. Non 
Queste proprietà conferm 

sione combinata colla simme 

38. Dalla relazione 

(Pii 

•3- 

(QiQiQ.) = ^3jr ■ p^^ • 

Scambiando Qi con Pi , 

(PiPaC 
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nei punti uniti A e B, e la circonferenza di diametro AB taglia la r 
nello coppie di punti equi coniugati. 

42. Da quanto precede risulta che ■ l' involuzione ordinaria su di una 
retta è contenuta nella involuzione armonica nel piano, ed ogni involu- 
zione ordinaria su di una retta defìnÌBce e determina una Involuzione 
armonica in ogni piano passante per la retta > . 

Seguendo l'ordine di Idee da me indicate et può affermare che: • Nella 
corrispondenza involutiva quadratica tra i punti di una retta eaistoiio 
sempre due elementi imiti, che o sono sulla retta stessa (involuzione iper- 
bolica), oppure sono fuori della retta {involuzione elittiea) • . Od anche • Ad 
ogni involuzione quadratica definita su di una retta in un piano è asso- 
ciata una involuzione su di un'altra retta del piano normale alla prima; 
una delle due è sempre elittiea e l'altra sempre iperbolica •. 

43. La condizione affinchè tre coppie di punti PiQ, , PiQt , PiQi ap- 
partengano ad una involuzione armonica èi espressa dalla relazione del 
X. (S4): 

(P.P.P.Qi) = (Q,Q.Q.Pi) 

che si può mettere sotto la forma: 

(P.P.Q.) (P»P.Q.) (P.P.Q.) = 1 
oppure 

(QiQ>P«)(Q.Q»Pi)(Q,Q.P.) = i. 

44. Abbiamo osservato che ad ogni retta r uscente da corrisponde 
una retta r' uscente da e che r, r" sono simmetriche rispetto agli assi. 
I punti coniugati sulle due rette si corrispondono in una omografia, per- 
chè OP . OQ ^costante. Ne segue che le rette PQ inviluppano una iper- 
bole che ha per assintoti le due rette rr' ed ha per fuochi i punti uniti. 
Variando le coppie rr' ai ha un fascio di iperboli confocali : 

45. Se il punto unito B è all'infinito, anche è all'infinito. Sia A 
l'unico punto unito a distanza finita, sarà: 

(APQ) = — 1 
quindi: 

P+Q = 2A. 

I punti corrispondenti P. Q sono simmetrici rispetto ad A, L' involu- 
zione armonica si riduce ad una simmetria centrale. 



Gruppi e quadrangoli eqnianarmouiei. 



(ABCD)=e3 

dirò che i punti A, B, C, D formano un gruppo equiannrmonico e che il 
quadrangolo ABCD è equiar, 
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Se chiamiamo a, f, y gli angoli di ABC, le coordinate angolari di D 
rispetto ad ABC saranno 

_TC _n Tz_ 

a 3 ' P— 3 ' ì"" 3 

-Si 
e le coordinate angolari di TX per cui (ABCD')^e ^, saranno 

«+¥> P+f' y+r- 

Ne segue che le coordinate baricentriche (reali) di D e di D' rispetto 
ad ABC saranno 

senaaen (a 1^ -5-), sen gsen [^~-f -^\, sen^sen (y * ■«■) 

dove il segno — corrisponde a D, il segno -j- a D'. 

Le coordinate trilineari di B e di D' rispetto ad A, B, C saranno 

»n(»Ty], »en(5T|-), Ben(rTf). 

49. Accennerò ad alcune altre proprietà dei punti D e D' ampiamente 
. HToIte nei lavori citati, ma che d'altra parte conseguono immediatamente 

dalle formule premesse. 

> I punti D, D' stanno sulla retta che unisce il circumcentro di coordi- 
nate trilineari (cosa, cos^, cosy) col punto di Lemoine di coordinate tril. 
(sen a, sen g, sen y) e dividono armonicamente questa coppia di punti > . 

• Le rette AD, BD, CD incontrano il circumcentro nei tre vertici di 
un triangolo equilatero, e lo stesso avviene per le rette AD", ecc. » 

« Se A' è il coniugato armonico di A rispetto a BC, B' il coniugato di B 
rispetto a CA, C il coniugato di C rispetto ad AB, le circonferenze che 
passano per A, A' col centro su BC, per B, B' col centro su CA per C, C 
col centro su AB, sono le tre circonferenze di Apollonio relative al trian- 
golo ABC; osai s'incontrano nei due punti D e D' ». 

50. Se A, B, C sono allineati, il punto D per cui (ABCD)^e^ è il 
punto da cui i segmenti AB, BC sono veduti sotto l'angolo -rp- 

Se {ABC)^ei*, i punti ABC sono vertici di un triangolo equilatero. 
In questo caso (ABD) ^ 1, il punto D è all'infinito. 



Corrispondenza pseudo-om<^rafica tra i punii ili nn piano. 

SI, Se tra dne punti F, F* variabili di un piano e due punti fissi: 
A]Ai del piano stesso stabilisco la relazione: 

(A,A,PP') = c (1) 



Nella terza ipotesi non 
ranno in seguito. 

56. Siano P, con r = 
con r = l, 2. 3, 4 dalle (1) 

ossia < il birapporto di qu 
dei quattro corrispondenti 

57. Applicando la (4) ; 
avremo : 

(P'iP'.. 

ossia : 



quindi : « Due segmenti co 
goli inversamente simili » . 
di due punti corrisponden 
angoli sotto cui dai punti 1 
sono uguali ed opposti > . 
In particolare: 

ossia : 

IP . J'I 

Ai J'F = 

58. Ne consegue che • 
retta uscente da J', e la p 
fica a quella descritta da '. 

Alla retta lAi corrispoi 
la retta J^A,. Le due coppi 
prima coppia è unito il p 
Le due punteggiate lA^ i 
due punteggiate lAg, J'Ag 

Infatti dalla (6) con se 

(FPAO = 
se P è sulla A,I, P' 
se P è sulla AJ, F 

59. I fasci di centro I 
inversamente uguali. Infai 
mobile IP fa col raggio fì; 
raggio corrispondente JF 



(*) Questa proprietà potrebbe se 
posti, od anche fra due piani distin 
anehe applicare la definizione di Sts 
grafia, eioè far corrispondenze pant< 
armonico di nn piano corrispondano 




PERIODICO DI MATEMATICA. 183 

Sia q la simmetrica di IP rispetto all'asse del segmento IJ'; la retta 
J'F si ottiene rotando la q intorno ad J' dell'angolo ai — «i ■ Se Q è il 
punto della IP per cui IP . IQ = lA, . lA, , e Q' è il simmetrico di Q 
rispetto all'asse del segmento IJ', il punto P' si ottiene rotando Q' di 
tti — «t intomo ad J'. 

Ne consegue che: -La coh-ispondenza pseudo^mografica tra Ì punti 
di un piano è il prodotto di una inversione, (con centro I e costante 
uguale ad lAiX^Ag) per una simmetria ortogonale rispetto all'asse IJ', 
per una rotazione intomo ad J' di un angolo uguale alla differenza dei 
due angoli che la congiangente i ponti limiti fa coi lati adiacenti nel pa- 
rallelogramma fondamentale • . 

63. Se moderi, oppure ìmmc^O, oti = i/|, e la corrispondenza si 
riduce al prodotto di una inversione per una simmetria. La costante di 
inversione è JAiXJ'^i ; l'asse di simmetria è l'asse del segmento IJ', 

In questi casi esistono infinite circonferenze unite e sono quelle che 
hanno rispetto ai punti I ed J' potenza uguale ad IA,X J'Ai . Esse hanno 
il centro sull'asse del segmento IJ' quindi corrispondono a se stesse, sia 
nella inversione rispetto ad I, sia nella simmetria. I punti corrispondenti 
costituiscono per ciascuna circonferenza due serie proiettive, e l'asse di 
proiettività è la stessa retta IJ'. 

64. Se imm e ^ 0, il fascio delle circonferenze unite è costituito da 
tutte le circonferenze che passano per i due punti uniti AiA|. 

Se modc^=l, le circonferenze unite hanno il centro sulla retta AjAt 
e separano armonicamente questi punti. 

Se mod Crè^l, imm c4=0 non vi sono circonferenze unite, ma si possono 
costruire infinite quaterne di punti conciclici costituiti da due coppie cor- 
rispoadenti. Basterà condurre per esempio da Aj due trasversali isogonali 
rispetto ad lAj , J'Àj ; esse incontrano le rette stesse nei punti corrispon- 
denti P, P"; Q, Q' che sono conciclici. Ad un quinto punto R della cir- 
conferenza PP'QQ' corrisponde un punto R' che non è più sulla circon- 
ferenza. Se ciò avvenisse le rette PQ', P'Q; QR', EQ'; RP', PR' s'incon- 
trerebbero in una retta unita, ciò che è contro l'ipotesi che esclude l'esi- 
stenza di rette unite- 

65. Costruzione della pseudo-omografia. 

a) Dati A„ A„ I e quindi J', I, trovare P'. Il problema e già stato 
risolto precedentemente. Si può ancora osservare che dalla relazione : 

(A, A, P P') = e = (A, A, I) .r> . 
(PA,A,P') =(IA,A,} .3. 

(A,PP') = (IPA,) 
ed anche: 

(J'FA,)=-(A,FP). (7) 

Si costruisca su A,P un trianjtolo direttamente simile ad IP A,; il 
terzo vertice omologo ad Ai è il punto P'. 

p) Dati Al, Aj, P, P' trovare I ed J'. Si costruisca éu PAi un triangolo 
simile ad A,PP' con P ed Ai omologhi a P e P'; il vertice omologo ad A, 
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+ S (t'S'p.-K+i S'«-p. S'p.-p* . . . SV,-„^,S'^+,-p,^,4-i Sp^) + 

+ i^"'S'pi-P)+i S'w— pj S'p»-pt . . . S'p^_j-p^ Sp^-i t (8) 

la quale serve ad esprimere Spi mediante Sp« , Spi , . . . Sp^ , Sp^-i, qua- 
lunque siano pi , I»» , . . . Pq , purché pq < Pq -i < . . . < p» < Pi . 

La (8) rappresenta la proprietà caratteristica delle S; easa ci dice 
che: ìina qualunque delle S è esprimibile linearmente mediante altre qua- 
lunque ad essa precedenti (di indice minore), le due piii lontane essendo 
cmseaitive. 

Supponendo o ^ 0, ft = 1, le S si cambiano nelle S'; e poiché le (6), 
(7), (8) non dipendono dai valori di a e d, si conclude che: 

Le proprietà rappresentate dalle identità (6), (7), (8) sussistono anche 
cambiando le S nelle S' e lasciando inalterati gli indici. 

Se nelle (6), (7), (8) si aa a = 0, 6 = 1, it = l, le S e le S' diven- 
tano le M, e pertanto: 

Le proprietà rappresentate dalle (6), (7), (8) sussistono pure se in 
luogo delle S e delle S' si mettono le u e si lasciano mallercUi gli Ìndici. 

Si hanno cosi tre proprietà della serie di Fibonacci {soltanto la 2* 
di esse è, per quanto so, già nota). 

Se infine ai suppone a =: 0, b = l, k = — 1, le So !e S' bì cam- 
biano nelle a, e ai hanno tre relazioni, delle quali è notevole la 1" 



che esprime una proprietà del simbolo combinatorio 1 . 1 



Vogliamo ora stabilire alcune relazioni importanti tra le S ed i 
termini di altre serie notevoli. Per k^l la serie delle Sé una serie 
di Fibonacci incominciante con a e b. Indicando i termini di essa 
con Qi , Qa, Qi... avremo: 

e sarà: 

Q, = fl; Q, = 6; Q, = rt + 6, Qt = a-\-2b; Q, = 2n + 3i; . ... 
ed in generale: 

Qu=».-L«+ta (9) 

la quale può anche dedursi dalla (3), ponendo 4=^1. 
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La (13) serve ad esprimere le Q mediante leP; viceversa si possono 
esprìmere le P mediante le Q. Si ha dalle (12): 
1 , 



p. 


= ¥«■ 








p. 


-i«- 


-(i 


-i)P.l = jQ.- 


^«. 


p. 


=]iCQ. 


-(i 


-i)P.l = ÌQ.- 


V^- 


p. 


= i[Q.- 


-4(1:- 


l)P.-2(4-l)P,]= 


4«-¥è«.+¥«. 


e 


similmente : 






P, 


= |.Q.- 


k- 
4" 


Mi«. + ^-^-^ 


Q.) 


P, 


-i=«- 


i — 


1/1^, *+l« , t' + 3A + l„\ 


P. 


= ^*- 


4- 
" 4' 


Mi«-+^ 


q.+^''+«+'q.) 


P, 


-w 


4-1 
" 4* 


a«-+'-F*+ 


4'+34+l„ , i'+6t'+54+l„ 
—jf — *H Ji Qi 


ed 


in generale, a posteriori: 








P. 


Q. 4- 
4-(^J 4-(^ 


1 , S'.^i, Q, 

=->=•■ •■'"-«■•in-;-)' 



(15) 



la quale serve ad esprimere, qualunque sia v, pari o dispari, le P 
mediante le Q. 

Sostituendo nella (13) a Q,, l'espressione data dalla (9) e'd alle P 
le espressioni date dalle (11), si ha: 

».-, a + «.H = ^7^ (S'.-, » + S-. i) + 

j.— "1,-. ; 

+ (4-1) 2 /'-^(S'j-.a + S-jò)) 
'""■' "'■'l4' /' 

che è vftlida qualunque siano a eò; epperò uguagliando i coefiìcie 
di b nei due membri, si avrà l'importante relazione tra le « e ' 

„„ =. ^ij— + (4 - 1) 2 -pr "-1+. S'j . 



In essa il 1° membro non contiene k; quindi il ^ r 
espressione il cui valore è indipendente da 4. 
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Sommando membro a membro la (19) e quelle che si ottengono 
da essa cambiando « in " + 1, » + 2, . . . h + r — I, si ha : 

H. + H.+.+ ... + H.+„ = 

}- + ;• + .. . + }-t--{(l-})— + (l-#+. .. + »-#*-} 
2g— 1 

od anche, dopo opportune trasformazioni 

H. + H.„+... + H.+,.,- 5„_i,,2,_i, . (20) 

la quale permette di calcolare la somma di r termini consecutivi 
Hu, H„4.,, . . .H.+r-i, della successione. 

Le Hi , Hg, Hi, . . . soddisfano, oltreché alla (18), anche alle se- 
guenti notevoli relazioni ricorrenti: 

H„ = ?H„-,-}-(l-?)-' (21) 

H„ + H„_,(9-l) = 5»-', (22) 

che si dimostrano sostituendo ad Hn ed H„^i i valori dati dalla (19). 
Sostituendo nella (22) ad H„_i il valore dato dalla (18), si ha facil- 
mente: 

H„ = (ff-l)'H„_> + 5-'. (23) 

Molte altre relazioni ricorrenti si possono poi ottenere combinando 
opportunamente le precedenti che sono le fondameìitali. 

Servendoci delle (21) e (22), possiamo rinvenire due modi diversi 
.di esprìmere Hn mediante H„-ta, essendo A un intero qualunque, infe- 
riore ad n. Infatti sostituendo nella (21) ad H^-i l'espressione che si 
ottiene cambiando in essa n in » — 1, si ha: 

H„ = ,'H.., + g (1 - q)— + (1 - })- ; 

e sostituendo in questa ad Hu_) l'espressione che si ha dalla (21) cam- 
biando H in n — 2, e così continuando, si ha: 

H„ = 5"H.-„+ ,-(1 - s)— - + ?'- (1 - ,)•'-+ . . . 

...+ g(l-?)-+(l-})-, 
od anche, dopo qualche trasformazione 

H. - /H-+ '"'^-'''--;-l-"-^'- . (24) 

Una seconda espressione di Hn mediante H„-i, si può avere ricor- 
rendo alla (22). Si ha da questa: 



H„-j- 


-(g-l)H.-, 


e cambiando n in vi — 1 




H.., = g- 


■-(g-l)H.- 
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8Ì ha dalle (1), (2): 

3f + x' _ pe' y + y" _ pme^ 

2 1 — e'+in"' a 1 — e'+jH'' 

perciò tn (3) diventa: 

cp {X. y, >n) = ym" + )x-~ pe') ih' + (1 - «') V» + {1 - i')x - pi' = . (4) 

Eliminanda la m tra U (4) a la ^^ — ^ "> ^' ott'S"» il discriminante 

delta (4), il quale à «nche l'equazione dell'invlluppu ricbieato. In generale 11 dieeri- 
minante dell'equazione cubica 

a^x' + a,x' + (r.a: + (I, = , 
4 (3 Q„a' — ai'K3 Old, — n,*) — (9 a.o, — «,o,)' = ; 
qniodi, per la (4), l'inviluppo richiesto sark la qnarliea 

4(3(1 -Oy'-(^-y<')'} ■{3(l-<')(i-pe')a: -3pe'(^-p*')-(l-e»)V} - 
-g^{^{l~t')x^{l-i'}{x-p>')-9pe'Y=(ì. (5) 

Tale curva è cuspidata nel punto (pc', 0), dove ammette per tangente cuspidale 
l'esse delle x. Quando « — 1 la conica diventa una parabola, a la (5) si trasforma 
nella parabola semi-cubica 

4(ar--p)' = 27py'. 

o5*» DimoBtrart che 



i-2oVn'— taglia 

K SlBIBAKI. 

Risoluzione del ligg. Gandìni R. U. di Pavia e BiMsien. 
Anzitutto si ha: 



2a'— ta«' jg + 20 y«'— tag* ja 



2n' — tag'ia — 2ny«'— tag'ia 



J I + cos. "'-j 2cos'i.tagìa'"-j tagi- '**''8*"- 

_ _ /' tag ^g d tag ja , /* rf tag jtt 

~ J Vo'-tag'U " J tagiaVV-Ug'ia 



i>F:itiuDi(:o 1» HArinuATiCA. 199 

2° il luogo dei plinti d'incontro delle tangenti condotte da Ci a e» 
colle tangenti condotte da Ci a Ci; 

3" il luogo dei punti d'incontro delle tangenti condotte da Ai al 
circolo di centro Ài e raggio AiM colle tangenti condotte da At al 
circolo di centro Ai e raggio AiM. 

8i faccia uno studio di queste curve. 

Fumagalli. 

663. Trovare l'area della curva luogo della proiezione del punto 
d'incontro delle tangenti nelle estremità di due diametri coniugati 
di una ellisse, sulla retta polare di quel punto rispetto all'ellisse. 

664. Essendo dati due circoli r, e' ed un punto A in un piano, 
si trovi il luogo dei centri dei circoli e" tangenti a e e tali che l'asse 
radicale di e e e" passi per A. 

665. Il luogo del punto di mezzo delle corde di una cardioide che 
sono viste sotto un angolo costante dal punto di regresso è una quai'^ 
tica, della quale si domanda l'equazione e l'area. Nel caso in cui 
l'angolo costante è retto, la quartica suddetta diviene un circolo. 

666. Essendo dati duo circoli e, e' si consideri la parabola jj di gran- 
dezza costante il cui vertice è situato su rr e l'asse è tangente a <;, e la 
parabola p' di grandezza costante il cui vertice è situato su e' e l'asse 
è tangente a e'. 

1. Dimostrare che. se gli assi di p e p' sono perpendicolari, il luogo 
del centro del circolo che passa per i quattro punti comuni alle due 
parabole p, p' si compone di due conchiglie di Pascal. 

2. Se gli assi di p e p' sono paralleli si trovi l'equazione del luogo 
del punto di mezzo dell'unica corda comune alle due parabole e si 
determini l'area limitata da tale curva. 

E.-N. Eabisien. 
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Principi't di Stereodinamica. — Corso sulla Formazione, l'Interpreta- 
zione e l'Integrazione delle equazioni del movimento dei solidi 
di G. A. Maggi, p. XI-262. Milano, editore Hoepli, 1903. 

1 principii (li Steieodin amica tratUno, àn un punto dì vista Basai generale, le 
questioni più importanti della Dinamica dei sistemi solidi o corpi rigidi comunque 
vincolnti. 

Tali questioni, e nel loro ordine e sviluppo storico, e nel loro ordine logico, 
riguardano anzitutto la formazione delle equnzioni del moto; la quale s'impernia 
nel teorema o principio di d'Alembert e nelle conseguenti equazioni di Lagrange. 
A questa è dedicata la prima parte del libro. 

La trasformazione, le diverse interpretazioni della equazione fondamentale, i 
teoremi sulla minima azione e sull'azione stazionaria di Hamilton, quello sulla 
minima costrizione (sforzo) di Gauss, il principio di Maupertuia, in una parola 
tutto eia cbe piìi specialmente riguarda la interpretazione dalla equazioni dina- 
miche costituisce una seconda parte; la quale, porche connessa e quasi aggiran' 
tesi ìnlarno al princìpio di Hamilton, da questo prende noma. 



PRIMI PASSI 
ALLA FILOSOJIA DELLA MATEj 

NEL RISPETTO CRITIGO-DIDiSCALIGO 

CON PREFAZIONE t)I VALENTINO CERRI] 



Sarà questo il titolo del trattato elementare di cui r 
scritto « Il concetto e la misura della fnassa nelle istituzioi 
razionale * (Boma, G. Balbi, 1903) ebbi a delineare l' ind ] 
scopo. Uscirà, a brevi distanze, in otto separati fascicoli, i 
ai seguenti otto gruppi di argomenti, ne' quali sarà spari 1 

P. La singolarità e la pluralità. 

2®. La grandezza e la quantità. 

3°. Lo spazio e Pestensione. 

4*. Il tempo e la duréfta. 

S'*. Il moto e la velocità. 

6^. La materia e la forza. 

7^. La materia e la massa. 

8®. Gli elementi della matematica e la loro propedeuti- ; 

Il primo fascicolo recherà anche la prefazione e un pi • 
rale, e l'ultimo una conclusione pur generale. Un nono ^ i 
nente il continuo e il discantinuOy Vinflnito e Vinftnitesim 
cosi esprimermi, carattere di tangenza rispetto ad ognuno 
sarà opportunamente innestato su questi. 

Alla pubblicazione in discorso ho ricevuto benevolo ii : 
dà insigni matematici, iìlosoii e pedagogisti, italiani e strai i 
Allievo, Alfredo Capelli, Valentino Cerruti, Sigismondo Gì : 
parecchi. Il Cerruti anzi, il qu^le, come già il defunto, m i 
nelle non moriture sue opere, Luigi Cremona, mi fu costai 
di benigni giudizi e di salutari ammaestramenti ne' miei 
<ii metodologia matematica, ha assunto V impegno di ten< : 
nascitura figliuol mio, come già il Cremona mi fu padri i 
segnamento dell'aritmetica e della geometria per le scuole 
polari » (Città di Castello, S. Lapi, 1889). 

Ma..., c'è un ma, sul 'quale abbiamo a intenderci. Ecco: 
alla stampa se e non appena avrò ricevuto un tal numei : 
che mi metta al coperto delle spese. All'uopo faccio ass: 
concorso delle persone di buona volontà, massimamente de; 
provati e sicuri, e de' miei antichi scolari. Ognuno degl. 
risulterà di non meno di 52 pagine in-8^, e costerà per gli ac < 
talché per gli aderenti medesimi l'intero volume, di oltn 
costerà sole L. 4. Il prezzo di ciascun fascicolo sarà pagate • 
volta per volta, subito dopo che lo avrà ricevuto. Se verrani 
oltre quelle destinate per gli aderenti, le copie in più sari 
•commercio al prezzo di L. 0,70 per ogni fascicolo, costand: 
l'intero volume. 

Roma, il gennaio del 1904. 

Anton Maria B 
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SOTTOSCSfflOE PEB D« RICOSM 

IK ONO»E DEL 

Prof. LUIGI CREMONA 



Fiu dal giorno luttuoso in cui la Morte rapì il Prof. Luigi 
Cremona, In Facoltà di Scienze e la Scuola d'Àpplicszioiie per gli 
lugegneri di Roma si fecero iniziatrici di una sottoscrizione inter- 
nazionale, per onorarne degnamente la memoria, e tramandarla ai 
posteri. 

Traducendo oggi in atto tale proposito, ì sottoscritti, a nome della 
Facoltà e delta Scuola, ai rivolgono a tutti i Cultori della scienza, 
ai discepoli del Matematico insigne che nuovi e vasti orizzonti ha 
discoperti alla indagine scientifica, ai numerosi allievi della Scuola, 
che, da Lui fondata, fu sempre oggetto delJe Sue cure più assidue 
ed affettuose, agli amici, agli ammiratori. 

Fiduciosi del favore con cui sarà accolto il nobile appello, i sot- 
toscritti, nel mentre sollecitano una cortese risposta di adesione, 
rivolgono calda preghiera a tutti quanti riceveranno la presente Cir- 
. colare, e eopratutto ai Direttori di Istituti scientifici e didattici, di 
dare ad essa la massima diffusione. 

Prof. A. Tonelli Prof. T. Cerniti 

Fmiiit iltUa Faccllà di Stinm Dirillari dtVa Scuola d'jfplicazlniit ptr gì' Ingignu-i 

Si prega di inviare le offerte all' Ingegnere Isaia Sokboqho, Segretario dell» 
Scuola d'Applicazione per gli Ingegneri, 

Piazza San Pirtro in Vincoli, 'i 
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AL 
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Periodico di matematica L. 8 9 

Supplemento al Fei'iodico di matematica , , , , 2 2,50 

Periodic^o e Suppleinento , 9,50 H 

Non si fanno altro che abbonamenti annui decorrenti daj 1» lu- 
glio al 30 giugno dell'anno successivo. 

Per accordi presi col Presidente dell'Associazione " Mathesis , i 
signori soci di quest'Associazione potranno avere l'abbonamento al 
Periodico di Matematica al prezzo di L. 6 (in aggiunta alla quota 
snniala nnra Ai T. HV nfloala anlìcinatamente al Sem-etarin dell'Asso- 



Akno XK V. MarzÌa^mi'i! 5^4. 
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L'INSEGNAMENTO SECONDARIO 

AmdMo ia DAVIDE 8E880, MaUnulo im AVBEUO IXOU 

Prof. GIULIO LAZZERT 



Serie III — Volume I 
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Lbti B. — SuH'uguagHaazft diretta ed ioversn delle figure , ', 

Grilli R. — Sopra un» dei ptincipii intorao ali'equivaleiiEA delle equa- 

Mblfi Mole V. — Sul calcolo delle differenEO finite , ' 

Bekbdistti P. — Dimostrazione di un teorema generale Balle linee . . , ' 
hizzntt 0. — A proposito dell'inchiesta fatta dall' Associ azione Ma- 

thesia sulla fusione della geometria piana colla solida , '• 

Ficcolt note: 

I. De LosecHAMPS G. — Nota relativa a quella del dott. Giulio Cardoso 

Laynea, * Sopra una trasformazione delle curve piano , , ' 

II. FiiNTRBABso. — Ud teorema sui limili , '. 

Risoluzioni delle quistioiii 639 e 655 '. 

Quistioni proposte 867-668 '. 

Bibliografia. — Dr. F. Gonioe Teizeira. Obraa tobre mathemalica, pubU- 

eada pei' ordem do Governo poriugiiés. (G. Pirohdini.) i 
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AiASiA. — B. Mareolongo. Ttoria mattmatica dtll'tqvdibrio dii corpi elatlifl. 

Manaali Uepli, n. 848-349, ld04. (Rivista di FiaicA, HAUmati» e Scienie d»- 

tarali, Pavia, 1903.) 

Un antico probUma di geometria piana. {Pitagora 1903-904). 

AmzBLi. — Sott on »triM of analylie functioni. (Anoals of mathematics, 1904.) 
Bbuolabi. -~ Sulla limniacata projtUiKa. (' Reudi conti , del R. lat. Lombarda dì 
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CONTRIBUTO ilLLl " GEOMETRIl EICENTE BEL TETR4EBB0 „ 



In seguito ad nn accurato studio della pregevole opera del Thiry 
dal titolo Applications remarquables du tkéorème de Stewart et Théorie 
rfw barycenire, mi venne l'idea di tentare se si potesse costruire per 
il tetraedro una geometria analoga alla recente geometria del trian- 
golo. Veduto che ÌI metodo da me seguito si prestava allo scopo, 
Ilo tratte alcune conseguenze che credo opportuno esporre ai lettori 
del Periodico, Tengo però a dichiarare che pubblicando la presente 
Nota non intendo di presentare un vero e proprio lavoro; ho cer- 
cato più che altro di invogliare qualche studioso a fissare la propria 
attenzione su questo argomento, che a me sembra fecondo di nuovi 
e importanti risultati. 



I. Sia dato un tetraedro A,A,A.,A,: indicheremo con a, l'area 
della faccia opposta al vertice A, e con {a-fl^ la misura del diedro 
compreso dalle facce le cui aree sono a^ e a^. 
Porremo a fondamento di questa nota il 

Teorema 1". — Una faccia di un tetraedro è ugtiale aUa somma 
dei prodotti delle altre tre per i coseni degli angoli che esse formano 
con la prima. 

Omettiamo la dimostrazione essendo semplicissima. Applicando 
questo teorema a ciascuna delle quattro facce del tetraedro otteniamo 
un primo gnippo di formule : 

= a, cos (d^i) + (Jj C03 (a/ii) -^ «^ cos (a^a^) 
= flj cos («ja,) + di cos (o,ai} + '^i os {a,a,) 
= (jj cos (fl,ai) + fli cos (afl,) -\- a, cos {a^a^ 
= a, cos {a,aj -\- a, cos (Ojdj) + a, cos (ajOi). 

Moltiplicando queste rispettivamente per a, , a, , — a, e — a^ 
e sommando, scambiando poi circolarmente gli Ìndici, abbiamo un 
secondo gruppo di formule : 

<^i -)- **" — 2a,aj cos {a,a,) ^a] + al — ia^at cos (a^a^) 
(II) a^-\-à', — 2(1^3 cos (a^,) = «i + «3 — 2a,a, cos (a^a,) 
(J^? + «3 — 2a,aj cos (flia,) = al + a; — 2a^, eoe (OjAi), 
e quindi il corrispondente 

Tbo&eua 2". — In un tetraedro la somma dei quadrati di due 
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ninuita del doppio prodotto di esse pel coseno dell'angolo com- 
■iguale alla somma dei quadrati delie altre due meno il doppio 
'i queste pel coseno dell'angolo che esse comprendono. 
■.RIO. — Se due diedri opposti di un tetraedro sono retti, 
'ei quadrati delle facce che comprendono l'uno è uguale 
iei quadrati di quelle che comprendono l'altro. 
animandole dopo averle moltiplicate rispettivamente 
— a,, — a^ e scambiando poi circolarmente gli in- 
m terzo gruppo di formule : 
i- a\ — ^a^^ cos («,(7,) — 2(i,aj cos. (a,a,) — 2a,rt, cob (a^,) 
aj — 2«^4 cos (a,a,) — 2a,a, cos (aiOi) — 2(ijrt, cos [afi^) 
'\ — 2(j^a, cos (^401) — 2a,aj cos (a,Oi) — 2a,o, cos {0,0,) 
— 2fl,a, cos (a,(i,) — SojO, cos («,«,) — 2o,«, cos («i<ij) 

•tadrafo di una faccia di un tetraedro è uguale 

•" delle altre tre diminuita del doppio dei prò- 

•n" i coseni degli angoli compresi. 

triedro di un tetraedro è trirettangolo, il 

10 opposta è uguale alia somma dei qtta- 

ime ài teorema di Gua de Malves. 

artici del tetraedro, preso sullo spi- 

'.e sia 

Ai = af:a% (a) 

Ter il punto Py e per lo spigolo 

1 esso analoghi. Dico ohe questi 

esimo punto. 

■ette che dai vertici A^ A,,, A,, 
'11 , P^h concorrono in un punto 



Osservazione I. — li' 
gliano il tetraedro second' 
segoni celiane di ordine n. i 
le sezioni di ordine zero o i 
è il baricentro del tetraedi 
di primo ordine o sezioni 
afera inscritta nel tetraedt 
cond'ordine o lezioni simei ' 
di Lemoine. 

Osservazione II. — C 
dalle facce a^ e a, e ossei 

A,Py : P|,Aj = i 

si ricava, tenendo conto e . 



h 

Si ha cosi il 

Teorema 4". — Se un 
parti proporàonali alle poi ' 
stanze di questo punto da \ 

{» — \)-eaime delle facce si 
Qoesto teorema giusti fi 

zioni di ordine zero, uno. 
3, Ci proponiamo ora ; 

calcolare l'area della sezio 

divide lo spigolo opposto i 
Riferendoci al punto I' 

area Pi,A,Aj ^Pu, ai 
area P,jA,Aj 

Applicando alle facce 
Pi^.AjA, il teorema 3", a 

a\=p'i^ + c]+d', — 2 [p„c, • 
al =f„-\-cl+dl — 2 [p„c, . 

Sommando queste due 
averle moltiplicate rispetti 
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IK Poniamo 71^=01; otterremo la formula 

4?»J, = oj + aj -j- 2a,a, cos (a,a,), 

che ci fornisce l'area della sezione mediana necente dallo spigolo 
comune alle facce a, e a,. 

Scambiando circolarmente gli indici 1, 2, 3 troviamo 

4mì, = 05 + aj 4- 2a^, cos {a,a,) 
41»;, = a\ + al + 2a,fl, cos {a^a,). 

Sommando queste tre relazioni membro a membro tenendo pre- 
sente la quarta delle (IH), si ottiene 

* {'"'li + ""Is + '"Al) = 3 ("ì + "j -{- <'l) — ^l 1 

e quindi il corrispondente 

Teoreua 5**. — Il quadruplo della somma dei quadrati delle se- 
zioni mediane uscenti da tre spigoli concorrenti in un vertice, è uguale 
al triplo della somma dei quadrati delle facce passanti pel medesimo 
vertice, diminuito del quadrato dell'altra faccia. 

Come conseguenza di questo, tenuto presente il corollario del 
teorema 3°, si ricava 

Corollario. — Se un tetraedro ha un triedro trireltat^h la 
somma dei quadrati delle sezioni mediane uscenti dagli spigoli di questo, 
è uguale alla metà del quadrato della faccia opposta. 

Applicando il teorema 6" alle tre facce uscenti da ciascun vertice, 
ricaviamo, sommando membro a membro le quattro eguaglianze che 
ne resultano: 

™« + "At + "»!i + "'il + ^ìi + ""L ^ à\ -\- al ■}- al -{- al , 
cioè il 

Teorema 6". — La somma dei quadrati delle sezioni mediane di 
un tetraedro è uguale alla somma dei quadrati delle facce. 

Notiamo ancora riguardo alle Bezioni mediane il 

Teorema 7". — 77 doppio della differenza dei quadrati delle sezioni 
mediane uscenti da due spigoli opposti, è uguale alla differenza tra le 
somme dei quadrati delle facce ad esse adiacenti. 

Esso risulta dalle formule 

«ì + flj — 2a,aj cos (a,a,) ^2(a\ -\- al) — im% 
al + al — 2a^i cos (a^a,) = 2 (a^ + al) — iml^ , 

osservando che i primi membri sono ugnali in virtù della prima 
delle (II). In particolare 

Teorema 8*. — Se la somma dei quadrati di due facce è uguale 
alla somma dei quadrati delle altre due, le sezioni mediane uscenti 
dagli spigoli comuni sono equii^lenti. 



2». Poniamo or 
i bisettrice. Si tn 



Da questa fora 
trovato dal Thiry. 

Teorema 9". — 
eoUo spigolo opposti 
stessa ad incontran 
è medio armonico i 
zione Uxettrice. 

3'. Foniamo da 
è la eìmedìana. Si 

(«1 + ài 

Osservando poi 

bro è il quadrato 

desimo spigolo, tre 



estensione dì un a 

5. Vogliamo am 

lari, su quelle sezi 

da ciascuno spigoli 

sezioni non esisten 

fra loro perpendicc 

goto; e poiché il ce 

nel modo seguente 

Indichiamo con 

dallo spigolo A,A( 

piano di questa se: 

Avremo : 

K 
COS (0, ^ — , cos 
a, 

e quindi : 

cos (O), + ti) 
quale dopo I: 
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formula ohe esprime l'area della eezione perpendicolare in funzione 
delle iacee adiacenti e dell'angolo da esse compreso. 
In modo analogo ai troverebbe : 



^ì + f*' — Sajdj eoa (afii) 

Ne segue, avuto riguardo al teorema 2", il 

Teobbua 10". — Le sezioni perpendicolari di un tetraedro rettan- 
golo uscenti da due spigoli opposti, stanno fra loro come i prodotti 
delle facce adiacenti per il seno dell'angolo da esse compreso. 

Facciamo da ultimo osservare che la formula (^) trovata net 
paragrafo terzo, e buona parte di quelle che da essa derivano, sono 
quelle stesse che si trovano in Geometria del triangolo, colla sola 
differenza che gli elementi lato ed angolo sono sostituiti cogli ele- 
menti faccia e angolo diedro. La diversità di alcuni risulta.ti da 
quelli della geometria del triangolo, si può giustificare osservando 
che mentre nel triangolo si hanno tanti lati quanti angoli, nel te- 
traedro il numero delle iacee è diverso da quello degli angoli diedri. 

Enbico Piccioli. 
Arpino, febbraio 1904. 



SDLL'MiaLIAHZA DIEETIA ED fflVEESA DEUE FIGIIBE 



Nei migliori trattati moderni di geometrìa elementare si definisce 
l'uguaglianza delle figuro geometriche come una corrispondenza che 
trasforma segmenti in segmenti uguali. Si ottengono così notevoli e 
indubbi vantaggi di rigore sopra l'antica definizione in cui si ricor- 
reva al movimento rigido delle figure, ma si lascia generalmente da 
banda la distinzione fra figure uguali sovrapponibili e non sovrap- 
ponibili (uguali direttamente e inversamente), e dove pure di tal que- 
stione è fatto cenno, essa è ricondotta più o meno apertamente alle 
antiche considerazioni mediante osservazioni empiriche, ovvero la 
dimostrazione rigorosa delle proposizioni principali relative alla di- 
stinzione dei versi delle figure è appena adombrata, parendo inade- 
guata allo scopo la fatica che occorre a completarle nei loro minuti 
particolari. 
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aj Se m incontra AB in un punto M, n precede o segue m secon- 
docbè sta rispetto alla retta di m dalla parte dei punti di AB che 

precedono o che seguono M nel verso AB. 

b) Se m non incontra AB e non le è parallelo, si troverà nelle 
condizioni di a) il raggio in! opposto ad m. Si dirà che ìt precede 
oppur segue m secondochè segue o procede m'. 

e) Poiché, per ipotesi, m ed n non sono opposti è da escludersi 
•che siano entrambi paralleli ad AB : se allora m è parallelo ad AB, 
si definirà l'ordine assumendo come raggio m di a) o di b) il raggio n 
e convenendo che se m precede o segue n, n segue o precede m. Che 
questa proposizione sia verificata dalle definizioni a), b) quando né fw, 
né n siano paralleli ad AB risulta immediato dalle osservazioni se- 
guenti: 

1^ Due raggi opposti stanno da bande opposte della retta d'ogni 
raggio m; quindi di essi l'uno precede; l'altro segue m. 

2^. Se i raggi m ed n incontrano entrambi AB in M, N, M pre- 

cede o segue N nel verso AB secondochè N segue o precede M nel 
verso medesimo. 

Occorre ancora osservare che dal postulato 1 b) segue che di tre 
raggi dati ve n'è sempre due che sono da bande opposte della retta 
del terzo: se quindi due raggi p e q incontrano AB in P e Q e se 
un raggio r sta rispetto alla retta di p dalla banda di g e rispetto 
alla retta di q dalla banda di p, P e Q stanno da bande opposte 
della retta di r e questa retta incontra AB. Onde segue che se m è 
parallelo ad AB, i raggi che incontrano (o non incontrano) AB la- 
scia.no tutti m dalla stessa parte, e perciò precedono tutti o seguono 
tutti in. Unendo questa conclusione alla precedente si ottiene: 

3^ Tutti i raggi che precedono o seguono uno stesso raggio in 
stanno dalla stessa banda della sua retta. 

Risulta che la considerazione della retta AB è inutile nella deter- 
minazione dell'ordine di due raggi in, n tostoché si conosce in un 
modo qualunque un raggio precedente (o seguente) l'uno di essi,p.es. m. 

Ciò posto se il raggio m incontra AB fra A e B, il raggio a pre- 
cede m e 6 lo segue nel verso ab rispetto alla retta AB; ma in tale 
ipotesi ogni retta che incontri a e 6 in due punti A', B' é tagliata da in 
fra questi due punti: quindi l'ordine di questo raggio in e di un secondo 
raggio n qualunque è indipendente dalla scelta della retta AB, pur- 
ché essa tagli a e b. Ma allora lo stesso deve dirsi per l'ordine di 
due raggi qualunque n e p perchè, indipendentemente da tal scelta 
è fissato l'ordine di in e n. Quindi: 
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fascio 0" tale che le rette 00" e CO" incontrino re r": tenendo 
conto della precedente osservazione circa i versi di tre fasci, si potrà 
concludere in generale che 

Il giudizio sulla concordia o discordia dei versi di due fasci di raggi 
è indipendente dalla retta ausiliaria. 

5. Dati nello spazio due fasci di piani dì assi a, a', e una retta r 
che non lì incontri, e assegnati sui due assi due versi o, a' e nei fasci 
due versi, si dicono questi due versi concordi rispetto alla r e ai 
versi o, o' quando, secondockè i due versi o, o' determinano lo stesso 
verso versi opposti nel fascio che ha per asse la retta r, essi detenni' 
nano sulla r lo stesso verso o veisi opposti; nel caso contrario si dicono 
discordi. 

Si conduca per la retta r un piano che incontri gli assi a, a' in 
due punti 0, 0'; esso segherà i due fasci di piani in due fasci di 
raggi nei quali saranno definiti i versi per sezione, dai versi asse- 
gnati nei fasci di piani. Tenendo conto dell'osservazione finale del n. 2 
applicata (secondo è notato nel n. 3) al fascio di piani di asse r e 
della definizione del n. 4, si vede che se i fasci a, a' sono concordi 
rispetto alla retta r e ai versi a, o', i due fasci 0, 0' risulteranno 
concordi o discordi rispetto alla r secondochè i punti che nei versi o, a' 
seguono rispettivamente 0, 0' stanno dalla stessa banda del piane o 
da bande opposte. Ma il giudizio sulla concordia o discordia dei versi 
nei fasci 0,0' è indipendente dalla scelta della retta r nel piano; 
quindi il giudizio sulla concordia o discordia dei versi nei fasci o, o', 
rispetto ai versi a, o' è il medesimo rapporto alla retta r e ad ogni 
altra retta che stia con r in un piano che incontri i due assi. 

Date due rette qualunque r, r' si può in infiniti modi determinare 
una terza retta r" che coU'una e coU'altra sia in un piano che seghi o 
e a'; dunque in generale: 

Il giudizio sulla concordia o discordia dei versi di due fasci di piani, 
rispetto a due versi assegnati rispettivamente sui loro assi, è indipendente 
dalla scelta della retta ausiliaria. 

Kisulta immediatamente dalla definizione che se due versi assegnali 
in due fasci a, a' sono concordi rispetto a due versi assegnati sui loro 
assi, risultano discordi rispetto ad uno di questi versi e all'opposto del- 
l'altro. La relazione di concordia o discordia di due fasci è quindi 
inalterata se si mutano insieme il verso in uno dei fasci ed il verso 
sul suo asse; con un tal cambiamento si può sempre disporre in modo 
che per una data retta ausiliaria r, i versi sui due assi determinino lo 
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stesso verso nel fascio di piani di asse r: i versi nei due fasci sono 
allora concordi quando Bulla r determinano Io atesso verso. Dopo ciò è 
evidente che se sugli assi a, a, a" di tre fasci sono assegnati rispettiva- 
mente i versi a, o', o" e se due versi assegnati nei fasci a' e a" sono concordi 
discordi od uh verso dato in a rapporto ai versi a e a, o" e a', quei 
due versi saranno concordi fra toro rispetto ai versi o' e a". 

6. Uguaglianza diretta e inversa delle figure. — Si dicono uguali due 
figure fra cui possa stabilirsi una corrispondenza (corrispondenza 
^eguaglianza) per la quale ad ogni segmento corrisponda un seg- 
mento uguale. Si deduce notoriamente che la corrispondenza d'ugua- 
glianza è ordinata e si può quindi parlare di versi omologhi su rette 
e fasci omologhi: sono i versi in cui si ordinano gli elementi corri- 
spondenti. Onde tosto: se in una figura i versi di due fasci di piani 
sono concordi (o discordi) rispetto a dati versi sui loro assi, su una 
figura uguale i versi omologhi dei due fasci corrispondenti sono pure 
concordi (o discordi) rispetto ai versi omologhi ai versi dati sugli assi. 

Nelle due figure uguali F ed F' si considerino i fasci o,p e i fasci 
corrispondenti o',p', e sugli assi si considerino i versi o,p e gli omo- 
loghi o',p'e parimenti nei fasci medesimi i versi omologhi: secondochè 
i versi dei fasci o e p sono concordi o discordi rispetto ai versi o e 
p, saran dunque concordi o discordi rispetto a o' e p' i versi di o'e 
p\ onde saranno fra loro concordi o discordi p e p' rispetto ai versi 
omologhi p e p' secondochè rispetto a o e o' sono concordi o discordi 
o ed o' (cfr. la fine del n, 5); vale a dire che in figure ugnali i versi 
omologhi in ogni coppia di fasci corrispondenti sono concordi o discordi 
secondochè tali sono i veisi in una coppia di fasci corrispoìidenti qua- 
lunque. Le due figure si dicono uguali direllamenfe nel primo caso, (H- 
versnmente nel secondo. 

7. Il criterio esposto si applica immediatamente a giudicare della 
natura delle trasformazioni elementari d'uguaglianza: traslazione, ro- 
tazione, simmetria. (Si noti che si parla qui delle trasformazioni geo- 
metriche, non di movimenti.) 

Nella traslazione si mutano in se stessi i piani dei fasci il cui asse 
è parallelo alla direzione della traslazione; e un verso assegnato su 
una di queste rette ha per omologo il verso medesimo: per questi 
fasci avviene dunque che versi omologhi sono comcotAì. Figure corri- 
spondenti per una traslazione sono direttamente uguali. 
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b) Nella risoluzione dell'equazione di secondo grado 

ax* + 6ar + e = 
si eccettua l'ipotesi che a sia zero. 
e) Per risolvere il sistema 

ax -\-by = c, 
ax + b'y = e 

si suppone che il determinante dei coefficienti delle incognite sia 
diverso da zero. 

Intanto si osserva che in ognuno di questi casi v'è una perfetta 
coincidenza fra ciò che esprimono le formolo di risoluzione e ciò che 
avviene in effetto per le equazioni, o pel sistema, nelle ipotesi escluse. 
Ad esempio, considerando il sistema di due equazioni di primo grado, 
se rt^fi^O le formole risolutive assumono ciascuna la forma -jt, ed 
effettivamente le incognite non possono avere alcun valore finito. 

Come si spiega tale coincidenza? Potrà dirsi che è fortuita, se è 
costante? Evidentemente la cosa non può che provenire da un falso 
modo d'intendere il principio relativo al moltiplicare o dividere i 
due membri d' un' equazione per un' espressione letterale indipendente 
dalle incognite; il qual principio è vero anche se la detta espressione 
acquista, per qualche ipotesi particolare, il valor zero. Ciò mi pro- 
pongo di dimostrare piìi innanzi, esponendo il detto principio ele- 
mentarmente in generale. 

2. Anzitutto è necessario di chiarire bene che cosa deve intendersi 
per soluzione d' un' equazione. 

Si sa che si chiamano soluzioni o radici d' un' equazione quei par- 
ticolari valori, convenientemente scelti, attribuiti alle incognite, i' 
quali, sostituiti a!le medesime, la convertano in una identità. In base 
quindi a questa definizione, ogni soluzione d' un' equazione, contenente 
lettere indicanti numeri il cui valore può assegnarsi a piacimento, 
dovrà, sostituita alle incognite, trasformare quella in un' identità, 
indipendentemente da qualunque valore particolare che possa attri- 
buirsi ad esse lettere. In tal caso, quando a queste si attribuiscano 
valori particolari, le soluzioni delle equazioni particolari che ne risul- 
teranno, saranno i valori (finiti o infiniti) che vengono ad acquistare 
le soluzioni dell'equazione generale. (*) 

(■) A proponilo delle boIoiIodì Influite che puj> iTar* un'equuiione, qutdcuao ì dams dlaeorde. 



*e per x >i pone ■■ — nel primo mei 
zara par tatti 1 vilerl di a differenti < 
doTil dunqa« dirsi ebe 11 valete di q 
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valore è determinato; la forma indeterminata, considerata da sola, 
rappresenta qualunque numero; ma considerata come caso particolare 
del valore che assume quell'espressione, rappresenta un determinato 
numero. 

E superfluo il dire che analoghe considerazioni si debbono fare 
relativamente alle soluzioni dei sistemi d'equazioni. 

3. Siano ora le due equazioni 

A = B, Ajh=Bhi, 

ovvero le due a queste equivalenti 

A-B = 0, (1) (A-B)m = 0, (2) 

in cui m può designare un numero determinato, ovvero un'espressione 
algebrica non contenente o contenente le incognite. Si vuole esami- 
nare che cosa deve dirsi in ciascuno di questi casi relativamente 
all'equivalenza di quelle equazioni. 

Prescindendo dal primo caso, pel quale le cose sono chiare, sup- 
poniamo che wj sia un'espressione algebrica non contenente le incognite. 

In tal caso, essendo soluzioni della (2) solo quei valori delle inco- 
gnite che rendono nullo il suo primo membro, indipendentemente da 
qualunque valore particolare che possa assegnarsi ad in, ognuna di 
quelle soluzioni non può che rendere pur tale anche il primo membro 
della (1); perciò le due equazioni ammettono le stesse soluzioni e 
sono equivalenti. 

Sia m un'espressione contenente le incognite, la quale per sem- 
plicità supporremo intera rispetto ad esse (il caso che fosse frazio- 
naria potrà dedursi in segnito): 

Se m è tale, la (2) sarà certamente conseguenza della (1). Affinchè 
poi questa sìa conseguenza di quella, e sieno quindi equivalenti le 
due equazioni, è necessario che la (2) non sia soddisfatta da alcuna 
soluzione dell' equazione 

m = 0; (S) 

perchè, se ciò fosse, supposto anche che quelle soluzioni appartengano 
alla (1), la (2) ammetterebbe sempre un numero di radici maggiore 
di quello che ammette la(l); essa avrebbe per soluzioni quelle della (1) 
e parte o tutte quelle della (3); l'operazione' della moltiplicazione 
avrebbe, come si dice, introdotto delle radici estranee, appartenenti 
a qnest' ultima equazione. 

Vediamo ora quando la (2) può non essere soddisfatta da alcuna 
soluzione della (3). 

Consideriamo una soluzione di quest'equazione: se essa fa acqui- 
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stare un valore finito all'espressione A — B, farà certameote acqui- 
stare il valor zero al prodotto 

(A — B)m, 

e sarà soluzione della (2); ma se la detta soluzione facesse acquistare 
ad A — B un valore infinito, come potrebbe accadere se questa fosse 
un' espressione frazionaria rispetto alle incognite, allora il detto pro- 
dotto verrebbe ad assumere la forma indeterminata <x> X 0, la quale, 
come si sa, può rappresentare un determinato numero qualunque, e 
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SUL CALCOLO DELLE DIFFERÌ 



Triangolo delle differenze e relazioni i 

I. Si abbiano m -|- 1 quantità affatto indipen i 

e si formino successivamente le differenze d( 
a A^ffo? disponendole per linea in modo che i 

AX, A'^o,..., A»ao 
si trovi per diagonale verso destra, e la serie 

AK, A'a„-i,. ..,A»ao 

si trovi per diagonale verso sinistra. 

La diagonale verso destra o discendente è 
renze di a^, e le tre serie 

A^^o, A^a,, ,AK, 

A^flo, A'«o, ,A»a% 

A'a„, A'a„_i,...,A»flfo, 

insieme con tutti i termini fra esse compresi, e: 
golo delle differenze di aQ, 

Questo triangolo può figurarsi col seguente 



A'«f,, 



A'a,, , A'a„. 

A"*-^, . . . , A-^-'fl, , 

••••••••••• 7 

A«»-*ao, A— ^«0, 
A"ao, 

essendo opportuna una doppia espressione del 
secondo il progredire dall' un senso all'altro e 
ad r tutti i valori, interi e positivi, da ad ?i 
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cambiando il segno del sottraendo con aumentare di 1 l'esponsnta 
di — 1; ridacendo per colonna, la colonna (i 4" l)""" P®f ^* rela- 
zione (x) sarà: 



e variando t da ad m — r si ricava precisamente la formòlà (3). 
Così pure per la stessa legge di formazione delle differenze, ^ 
ottiene : 



A'(i, = A'«o, 

A'a, = A'a„ + A'~'"'ao , 

A'a, = A'a, + A'+'a^ + A'+'o,, + A-^-'a, = A'a„ + 2A'+'«, + A'+'n» , 



A-a, =A"ao, 

A"~'o.. = ^°~''^o + A^flo , 

A"'"'a,= A"-*ao+A— 'a(,+A"-'a,+^'"«o^'i°'"'a»+2A"'-'0(,4-A"a,, 

le quali relazioni si possono tutte ugualmente ricavare da (4), po- 
nendo m — r ^= 0, 1, 2, ■ . . . 

Ammessa pertanto la formola (4) per m — r — 1, si ottiene: 

A'a„_,=A'a_^,+A-^'a„-^,= (m-'^l).A'«o+('n-J--l),A'+'<i„-i-... 
...+{m^-l\à'+'a,+...+(m~r~l)^_^A—'a„-\-im-r-l\à^'a,+... 
...+Cm-r— l),_,A'+X+".+(wi-r— l)„_^,A'"-'a<,-|-{m— j--l)„_^,A-(i„i 

riducendo per colonna, la colonna (i -\- 1)"* per la relazione (a) sarà : 

(m — r), A'^'flg , 

e variando ì da a m — r si ricava precisamente la formola (4), 
Così pure per la stessa legge di formazione delle differenze si ha: 

A-flj^A-a, , 
A'°«i,=A°'~'a, — A^-'a, , 

A"a„=A°'-'fl,— A°'-'a,— (A°'-'a,— A^-'aoì^A^-'aj— 2A—V,+A"-'a„, 



I 
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ovvero : 

à'Oa = A'«„ , 

A'+'a. = A'(i. — A'fl., 

ovvero : 

A'a„_, = A'«B-. ) 
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sostituendo in (6) i valori ricavati da (4), il coefficiente di A'+'a^ 
sarà: 

(nj— rym— r)i— (m— r),(?n— r — l)i_,+. . . f ( — l)'(m— r)i(ni — r~Ì)„ 

che 8Ì annulla sempre per i;> 0, potendo scriversi: 

{m - r\ [(i), - (0.-, + ... + (_ 1)' (^ , 

e per i = 0, dovendo essere tn^r, si ha A"no = A"»,, . 



Differenze dei diversi ordini e delle diverse classi. 



4. Le m -f 1 quantità affatto indipendenti Tana dall'altra (1): 
' (7o. «1, ■■■,«,.. 
ai possono considerare come le differenze d'ordine zero di a, e ei 
rappresentano coi simboli 

AS, &'„,... ,A^, 

indicando con l'indice inferiore l'ordine e con l'indice superiore la 
classe. 

L'ordinaria serie delle differenze di a, forma le differenze d'ordine 
uno di a, , cioè 

a;, Aj,...,Ar. 

Formando le differenze del primo termine AJ di quest'ultima 
serie, si ottengono le differenze d'ordine due di a^, cioè 

. AJ, AJ,...,A?. 

In generale la serie delle differenze del primo termine A°., delln 
serie delle differenze d'ordine p — 1 di a„ forma le differenze d'or- 
dine p di tto cioè 

AJ, AJ, .. . , i^. 

Con tale notazione le relazioni fondamentali (4) e (6), per r^O, 
si scrivono 

A,"'= {m)„A;+(m).Ai + . . .-|-(m),.Ar = [l + A,]™, 
Ar= (mW-irAHWiC— ir-'AJ-l-. . . + (mU-l}''Ar= [_1 + A„]-. 

Si definisca la differenza di classe m e d'ordine — 1 con la re- 
lazione : 

A™, = (7«)„AH(m),Ai+. . .+(mX„Ar = [l+A,]- , 
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pnò efiettivamente, per mezzo della legge di fon 
ferenze, ottenere, il seguente quadro: 





AV 


A* 


A» 




^u 


«» 


ai 


aj 


at 


Al 


«0 


ai — l.ao 


ai — 1 2.ai H- l*.ao 


ai — \: 


à2 


ao 


ai — 2.ao 


a2 — 2.2.ai + 2*.ao 


az — 2.: 


is 


ao 


ai — O-Oo 


02 — 3.2.ai + 3*.ao 


at — 8J 


^4 


flo 


Gì — 4.ao 


as — 4.2.ai + 4*.ao 


aj — 4.; 



risultati uguali a quelli che si possono ricavare ( 
sostituendo per p ed m gli stessi valori. 

Facendo per semplicità 8 = 0, si ammetta pei 

e si sostituiscono i valori che se ne ricavano, nell' 
in funzione di Z^^.^ , data dalla definizione; si ot 

A- = (_l)»(m).AJ.,-|-. . ,+(_1)-'(to),Aj..+. . .+ 
= (-ir(m)„ [(PU-p + 1)»AJJ + 

+ . 4- 

+ (_l)-'(m),[(r),(-p+ 1)'A!!+ . . .+(r),(-i)+: 

+ 

+ (_l)«(m)„[(m),(-p+irAjJ+. . .+{mU-p-\- 

Sommando per colonna, dopo avere sviluppate 
dre, la colonna (r + 1)""* sarà : 

{—ir-'imUrU-p+r)'>ll+{—ir—\mU,ir+ 1),( 

e per la nota relazione fra i coefficienti binomial 

('^Wk (A+ *)k = {m\ {m — h\ 
e riducendo 

. . .+(m — r 
cioè: 

e variando r da a m, si ottiene la somma di i 
quindi 
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si coDclnde cLe la forinola (7) dipende da p in quanto ^ è la dif- 
ferenza degli ordini, e quindi, rimanendo costante tale differenza, 
8 può essere qualunque intero, positivo o negativo. 

6. Sostituendo in (7) i valori ricavati da (6), o in (6) i valori 
ricavati da (7), si ottengono delle identità. 

Infatti net primo caso si ha: 

= 1^ {mlp-' [(r)„ (-i))U: + . . . + (r), {-pf^^l , 

ed il coefficiente di A], dopo lo sviluppo, si può scrivere: 

(m),i>'-' [(m - r\ _ (m — r). + . . .-(-(- l)-'{m - r)_J , 

e si vede che l'espressione dentro parentesi si annulla sempre, a 
meno che non sia m — r ^ 0, cioè m^r e quindi : 

i»=(m)„p»A."'=A:. 

E nel secondo caso: 

i,-+.=(»').(-p)-i:+- • ■+i'»)i-p)—à:+- ■ .+(»).(-i>)'A-= 
= I w.(-p)— [(>•). p'ì;,.+. ■ ■+M./i; j , 

ed il coefficiente di A^^., si può scrivere: 

im\i-pr-' [{m-r)-{m-r\+. . .+(_l)"-(m~r)„_,] , 

e si vede ohe l'espressione dentro parentesi si annulla sempre, a 
meno che non sia m — r = 0, cioè m^r e quindi : 

Il modo uniforme con cui si è potuto condurre la prova nei 
due casi, è una conferma dell'esattezza delle due formole (6) e (7) 
in tutta la loro generalità. Data perciò una serie di differenze di Og 
d'un qualunque ordine, con (6) si determina la differenza numerica 
d'un qualunque ordine d'indice superiore, e con (7) si determina 
la differenza emmesima d'un qualunque ordine d' indice inferiore, 
essendo sempre p la differenza fra i due ordini. 

7. Sostituendo in (6) per m, successivamente, i valori 0, 1, 
2, ...m, e addizionando i risultati ottenuti, si ha un'espressione 
per la somma della serie delle differenze d'ordine p -{• a ia funzione 
della seiie delle differenze d'ordine s, cioè: 

5 4^, = s A; [w, (_p)'+(,+i), c-p)M-. . .+(™j,(-i>r-] ; (8) 
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che può dedursi da (^) e che d'altronde si trasforma in identità so- 
stituendo i fattoriali, si ottiene: 



m— 1 
k=0 



S^(m-l),(p-l)-[(m - 1 - ]cl_Jip-l)+(rn-kl_,] = 
= iml_,[{m-r+lUp-l)''+... + im-r+lUp—lf + ... 

dunque : 



m+l 



A-r= 2) (-l)-'+'Ar'X ^ (m-l),(p-lH(m-l-A:),_,(p-l)+ 

m+l 

= ì; (—l)"'-'+'ArX»n)r-. !>"""■' = 

r:=l 
m+l 

che è precisamente la formola (6) per 8 = 0, 

Vito Melfi Mole. 
(Continua) 



» < 



DIOSTRÀZIONE DI UN TEOREMA GENERALE SELE LINEE 



Nel concetto intuitivo di Unea si riconoscono questi caratteri: 

I. Una linea è una serie di punti che soddisfa al postulato della con- 
tinuità. (*) 

II. Considerando un punto qualunque A di una linea, può sempre 
prendersi un punto B precedente o seguente ad A (oppure solo precedente 
o solo seguente se A è un estremo) tale che tutti i punti compresi fra A 
e B abbiano da A una distanza minore di un segmento dato qualunque. 

Non vogliamo affermare qui che queste due proprietà bastino a ca- 
ratterizzare il concetto di linea; ma neppure possiamo affermare che non 
bastino. Se bastassero a caratterizzare questo concetto, esse ci offrirebbero 
una definizione di « linea > . Né sarebbe un ostacolo a ciò il dover parlare, 
nella definizione di linea, di relazioni fra segmenti, giacché queste si pos- 
sono già supporre note potendosi costruire tutta la Geometria elementare, 
come da alcuni è stato fatto, indipendentemente dal concetto generale 
di linea. 



(*) Prenderemo il postulato della continuità sotto la ordinaria forma: Se su una linea si hanno 
due gruppi di punti A e A tali che ogni punto di A preceda ogni punto di A, esiste sulla linea 
un punto che separa A e A , punto che può essere anche o Tultimo punto di A o il primo 
punto di A. 
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siderando un pnnto K precedente ad H tale che tutti punti del tratto HK 
avessero da K una distanza minore del raggio del cerchio, tutti 1 punti 
del ti-atto KB sarebbero nella regione (B) e quindi K sarebbe un punto 
di Ti, il cbe è assardo essendo H il primo di tali punti. 

Poiché dunque il punto H non è né in (A) né in (B) sarà sulla retta r, 
ossia la linea l incontra la retta r in un punto almeno, come eì voleva 
dimostrare. 

E evidente che la identica dimostrazione si può ripetere per questo 
teorema generale: Se vn ente qualunque R costituto di punii di un piano 
determina in qualsiasi modo una divisione del piano in due regioni tali 
che ogni punto che non sia di R appartenga ad uiìa di queste ree/ioni e 
che se A é un punto qualunque di una di queste regioni si possa consi- 
derare un cerchio con centro in A la cui superfìcie appartenga tutta a 
quella medesima regione, allora una linea qualunque che congiunge un 
punto dell'una regione con un punto dell'altra incontra necessariameììte 
l'ente R almeno in un punto. 

Le dimostrazioni di questo teorema generale nei casi particolarissimi 
in cui l'ente R è una circonferenza e la linea è nn segmento o un arco, 
già note, sono però più complicate della nostra dimostrazione generale, 
che abbiamo voluto fare su un caso semplice solo per maggiore evidenza. 

La medesima dimostrazione si adatta molto facilmente anche al caso 
in cui l'ente R è nello spazio e determina una divisione dello spazio in 
due regioni tali che se un punto appartiene ad una di esse si possa sem- 
pre considerare una sfera con centro in quel punto il cui solido appar- 
tenga tutto alla medesima regione. 

P. Benedetti. 

Brescia, dicembre ld03. 



A PROPOSITO 

dell'inchiesta fatta dall'Associazione Mathesis snlla fusione 

della geometria piana colla solida 



È stata sempre lamentata la facilità con cui in Ilalia si cambiano i prograD>' 
e i regolamenti delle nostre scuole, ed è etato detto e ripetuto che questa 
delle cauae principali per lo quali le scuole in generale non danno quc' 
che le famiglio e la società avrebbero diritto di attendere da esse. 

Anche nel II! congresso dei profeasori di matematica delle f 
nato a Napoli nello scorso settembre, il prof. Nannei, incarìi- 
zione aul primo tema (atudisre le cause del poco profitto 
della matematica i giovani delle scuoio medie, e propr 
riconosceva solennemente questa verità colle parole 
* in Italia (e non soltanto io Italia) era necessr 
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prof. Murer, il quale fu uno dei primi ad accogliere favorevolmente Tidea della 
fusione, e l'esperimento due volte in scuola. Egli dice di non essere soddisfatto dei 
risultati e conclude: colla frase seguente stampata in corsivo * La mia esperienza 
** adunque, continuata e ripetuta con costanza degna di miglior esito, è completa- 

* mente sfavorevole alla fusione; almeno alla fusione secondo il sistema Lazzeri ,. 

Questo giudizio così reciso è assai sconfortante pei fusionisti e piìi special- 
mente per me, ma un po' piii avanti esso viene attenuato dalle seguenti frasi. 
* Dunque che penso riguardo all' utilità di adottare il metodo della fusione 

* nelle scuole? „. 

" Ecco: da quanto dissi si capisce che io non credo di schierarmi, in tesi gene- 

* rale, contro di essa; anzi ammetto di huon grado che con nuovi testi e con nuovi 

* programmi ahbia anche a riuscire utile ,. 

In conclusione dunque la risposta del prof. Murer, che a prima giunta sembra 
nna fiera condanna del metodo, è in realtà una condanna all' ostracismo dei libri 
esistenti e pili particolarmente del mio. E ciò colpisce il mio amor proprio di 
autore, ma almeno lascia intatto il principio per il quale combatto da molti anni; — 
e ne sono lieto. — 

Poiché spero che tutti quanti hanno tenuto dietro alla povera opera mia su 
questo argomento dovranno rendermi giustìzia, e riconoscere che essa si è limitata 
a questo: essendo profondamente convinto dell'utilità della fusione delle due geo- 
metrìe, ho procurato d' infondere questa persuasione negli altri, ma non ho mai 
battuta la gran cassa per i miei Eletnenii, non ho mai detto che essi fossero il 
migliore dei libri dì geometrìa nel migliore dei mondi possibili, non ho mai detto 
che soltanto seguendo me in tutti i particolari si ottiene la salvazione. 

Certe affermazioni le lascio al prof. Andriani, il quale, secondo la relazione 
che stiamo esaminando, dichiara candidamente. * Sì, la fusione è utile se adottate 
' il mio libro ; no, se vi ostinate ad imitare il De Paolis e Lazzeri e Bassani , ! 

Considerando dunque la quistione dall'alto, e all' infuori della convenienza e 
della vanità personale, mi compiaccio di constatare che la risposta del Murer che, 
è la più fiera di tutte, colpisce me personalmente ; ma non intacca il principio. 

£ per attenuare il dispiacere che mi reca questo giudizio, mi valgo della con- 
solazione dei disperati " mal comune mezzo gaudio ,. Infatti il Murer, dopo avere 
esposto il suo reciso giudizio sopra citato contro il sistema Lazzeri dichiara che 
dì questo soltanto sì è occupato, " perchè chi dice fusione dice Lazzeri ; e vice- 

* versa „ (è troppo onore! e l'Andrianì, il Reggio, l'Ingrami e tanti altri hanno 
diritto di protestare, e protesto anch'io, specialmente contro il viceversa!) * né io 

* credo che esìsta altro libro che possa adattarsi alle scuole pììi di questo, mal- 

* grado ecc. . . . Non conto il De Paolis, primo tentativo, glorioso sì, ma alquanto 

* incerto che non ha saputo reggersi; e nemmeno il Veronese, abbenchè abbia 
' introdotto concetti scientificamente incensurabili e aperta la vìa a qualche utile 

* innovazione anche nell'insegnamento; in quantochè egli , (il libro o l'autore?) 
" mi sembra nel suo complesso qualche cosa di paradossale e niente affatto educativo 

* per la gioventù ecc. ,. 

In confronto delle sassate che il prof. Murer scaglia contro l'opera di due 
giganti come il compianto De Paolis, e il prof. Veronese, elevato in questi giorni 
per ì suoi meriti scientifici alla dignità senatoriale, i sassolini che egli scaglia 
contro l'opera dell'umile sottoscritto sono confetti ! 

Dicendo che egli non conosce altro libro che possa adattarsi alle scuole più 
del mio, il Murer esprime un giudizio benevolo di cui gli sono grato. E siccome 
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FEKT pubblicare un'ampia « diligente recensione degli El- 
proff. Lazzbbi a Babbami, e dopo aver dato lode all'opeia, 

* Il principia della fusione delle due geometrie, conside' 
' oggi divenuto un'idea di cui a'impone lo studio, è destin 

* in un prossimo avvenire, in metodo classico per l'insegn 

* elementare, attendendo la sua ndozione in tatti i rami d( 

■ progresso, se si realizzerà, avrà potentemente contribuii 
' dell' A ce sd amia Navale Italiana, già suffragato da vari [ 

Nell'anno I, dello stesso gìornalo veniva pnblicato i; 
prof. G. Candido, socio della Matheeit, Jn cui si esponeva 
dslla geometria in Italia. Tale articolo deve senza dubbio i 
scitare la questione in Francia e a divulgarla altrove. 

Recentemente infine sono comparsi a prò della fusione i 
varrebbe la pena di riprodurre per intero, He la tirannia del 

L'uno è del prof. Chailìh col titolo: Un progri» n 
pubblicato tinW EnMtigntment Chrélien del 1° marzo; l'alti 
anno III (15 marzo) col titolo: Une exhumation géométt-ù 

Dopo avere esposto le ragioni che militano a favore ' 
aggiungeva. 

* L'idea della fusione non è nuova; già Oergonne (j 

* dubitava cbe il nostro modo di dividere la geometria ir 

* metria dello spazio non sia cos'i naturale e cosi esattament 

* delle cose, come venti secoli d'abitudine hanno potuto i 

* Essa è studiata dappertutto. In Itnlia è quasi trioni 
E dopo avere accennato all'opera dell'ABSOciazione Mal 

' il piti ardente propugnatore delia fusione , e dal Perioà 
dei trattati di Dk Paolis, di Ani>iiiani, di Lazziri e Bai 
Rbsoio, soffermandosi piìi lungamente su quello di Lazze 
dice: * ò un eccellente libro classico che ha fatto le sua 
E continua: * In Germania la questione è stata arg 

* presentato alla riunione dei filologi e dei professori te 

■ nel 1897 

* Posto affermare che in Francia un grande tnoviiiiento a 
" fufione. Ma io non conosco cha due libri che potvebber 

* insegnamento fusionista. L'uno è divenuto rarissimo, l'alt 

Questi due libri sono: le Analogia de la Giomilrit il 
A. Mabistbe nel 1844 e i Nouveaux Élinients d* Geometrie 
nel 1874. 

In quest'ultimo libro * la fusione fra te due geometrie 
' lismo, la perpendicolarità, la comparazione degli angol 

* menta per il piano e per la spazio ,. 

Il' articolo del sig. Laisant, vne exhuination géométfiqiie 
all'opera del Meraj, che il Loria aveva già segnalato ai 
fino dal 1898 (Anno XIV, png. 26). 

* Si danno continuamente nella vita della sorprese,, 

* Quella di cui voglio parlare oggi non è delle minori ,. 



PERIODICO DI MATEMATICA. 



FIGGOLE ITOXE 



I. — Nota relativa a quella del Dott. GinHo CardoM-Laynes, "Sopranna 
trasformazione delle corre piane,,. (*) — 1. In tutte le tmafortniiziotii geometiiche 
pinDP, nelle quali nd un puuto M corrisponde uii punto M', a una curva |C), de- 
Bcritta da M, uoriisponde uua curva |C}, descritta dal punto corriapondente M'. 

Oltre alte applicazioni parUcolari, è interessante occuparsi dei principi genernli, 
[lercliè questi easendn conosciuti, potranno essere applicati a tutte le curve (C) e (C). 

Per citare alcuni di questi principi generali ai quali facciamo allusione, richia- 
miamo l'attenzione sui fatti seguenti: 

1°. Furmola di trasformazione; essa permette dì scrivere l'tqutiziane della 
trasformata (C) quando si conosca quella di (C) e, come corollario, di dedurre 
l'ordine di (C), conoscendo quello di (C|. 

2". Essendo dati l'ordine e la classe di (C). trovare l'ordine e la classe di (C). 
In particolare, studiare la tra sforni azione dei punti singolari di (C), cioè, trovare 
ciò che divengono in (C'j I punti di flesso, ì punti multipli di (C), ecc. 

3°. Hieolvere il prolilenia della tangente, cioè t»$endo dato il pimio M di (C), 
trovare la tangenti a (C') nel punto coirispondenle M', ecc. perchè vi sarebbero 
evidentemente molle altre cose da considerare. 

Voglio solamente, a proposito dell'articolo citato, completare, per quanto ri- 
fcxarda la costruzione della tangente alla trasformata, l'interessante nota del 
Dott. G. Card oso- Laynes. 

S. Troverò occasione di applicare, ancora una volta, il principio che io ho 
chiamato principio delle tr<i$vrrsali reciproche, il qual principio a più riprese, e 
da ben quarant'anni, ho mostrato quanto sia semplice e fecondo. 

Preudiamo, come propone il sig. Cardoso- Laynes, due assi rettangolari OX e 
OY; sia (CI la curva che si vuol trasformare medianto la costruzione geometrica 
proposta; nel punto M, preso ad arbitrio su (C), tracciamo la tangente che in- 
contri OX in A e OY in B. Sia W il punto di mezzo di AB ; M' è nella trasforma- 
zione del sig. Cnrdoso- Laynes, il corrispondente di M. Supponendo M mobile su (C), 
M' descrive la corrispondente curva (C'| ; io mi propongo di risolvere il problema: 
eteendo dati gli atgi OX, OY la Mirra (C) ed il punto M, trovare la tangente in M' 
alla tracformaia (C). 

8> Indicherò la soluzione di un problema elementarissimo, al quale ricondurrò 
quello che mi sono proposto: 

Essendo dato un triangolo ABC, da un punto P della retta BC, condurre una 
tra»vergale PB'C, tale che ti abbia 

BB'^ p 
ce ~ g ' 
estendo p « q dne lunghezze date. 

Suppongo il problema risoluto, e sia PB'C la trasversale richiesta. Se B", C" 
sono rispettivamente ì punti tsofOMiiW |**l di B' e C sui lati AB ed AC, la retta B"C" 
sarà la trasversale reciproca (*") di BC. che andrà ad incontrare la BC in un 
punto P, iaotomico di P. Questo punto P' è dunque conosciuto. 

Prendiamo AI = p. AK ~ ; e dal punto F conduciamo la parallela a lE; la 
trasversale reciproca di questa parallela è la retta cercata. 

4. Consideriamo, col sig. CnrdosO'Laynes, due rette OX, OY ed una curva (C). 
Tracciamo le due tangenti PQ e RS, inlinitamenle vicine, e sia M il loro punto 
d'incontro. Consideriamo il triangolo formata dalle due tangenti e da uno degli 
nasi, per ea. OX. Avendo fatto QP^QP'==MP. o SR'^ SR"= MR, osserveremo 
che PR e P'R' sono trasversali reciproche nel triangolo MQS e quindi O' è l' ìso- 
tomico di EU Qlj. 

(") Credo cha questo tanrino aii ben noto; due punti bodo <>ii(<Hii>r( uopri nn segmento dato. 
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itlimilaio di quali 



U3 

> Urmìni, 



oltenula prendendo dalla (1) » 
animeilt lo stesso limile L. 

DiHOB'iBAZTONB. - — lufRUì, poichè Is (1) ammette per limite L, potremo ti'O' 
vare ia essa un termine Kp, nppartanente pure alla (2), tale che, indicando t un 
numero piccolo quanto si voglia, si veTÌfichino le disuguaglianze: 



|L- 



'.!<- 



dalle quali 

Analogamente 



IK.-K^,\< — 
]Krt.-K,+.l<- 

|K,+.-,-Kh..|<j 

!L-K,+,|<.. 
|L_K,|<.:.. 



quindi, : 



ardando cbe 



easione tende al limite L se è possibile detarmi- 
ine Oa, a partire dal quale le differenze fra L ed 
i termjui che seguono sinno in va' 
piccolo quanto ai voglia, potremm 
si voleva dimostrare. 

Obsebvazionb. — Applicando questo teorema si potrà spesso sempIilìcaTe di 
molto la ricerca del limite dì una successione. Cosi per esempio si viene a sem- 
plificare la ricerca del limita della successione formata dai valori approssimati 



e la (2j tende al limite L, < 



> appunto 



CI di 
1 numero de dm al e periodi 



IO ' 100 ' 1000 "■ 



Pier Ahdrba Fohtkb&sbo. 



o3V< Fra m ptrsone delle quali mi parlano tolo il francese, nii solo l'in- 
glese t le altre tanto il francese qttanlo l'inglese, te ne vogliono scegliere n in modo 
che ni di queste parlino almeno ii francese e le altre almeno l'inglese; in quants 
maniere si potrà fare la scelta f 

G. Pbbci. 



Sa delle ni persane che devono parlare francese se ne scelgono ni — r fra le 
ini che parlano solo francese, se ne dovranno' poi scegliere r fra le iii — iiii — mi 
che parlano tanto il francese che l'inglese; e ciò ai potrà fare in 
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quindi avremo: 

— (CB'AX) = (6eoa'), 
e ftoalDgamente 

— (A'CBY) = {cabb') , — (B'A'CZ) = {abce'ì . 

MoUiplicando membro a membro queste ultime tre eguRglìauie, « tenendo conto 
•Ielle (3), (1) risulta: 

ex AT B'Z_ 

B'X'CYAZ" ' 

quindi pel teorema di Menelao i punti X, Y, Z appartengono ad una retta r. e. d. d. 

2°. Siano Ai,Bi,Ci i punti d'incontro di BC, UÀ, AB rispettivamente con te 

tangenti in A, B, C alla tre coniche del problema. Tagliando il fascio A(BCAA') 

COD BO otteniamo la punteggiata (BCAia); inoltre: 

A(BCAA');^P(BCAA') 
e quindi 

(BCA, a) = {bcaa') , 
e analogamente: 

(CAB, p) = (cató'l , (ABC, t) = {"bcc) . 

Moltiplicando queato ultime tre eguaglianze membro a membra e tenendo conto 
delle (3), (2) risulta: 

BAi CBi ACi_ 
U Al ' AB, ' BUi ~ 

e per il teorema di Ceva le retta AAi, BBi, CCi paleranno per ano steaso punto Q. 

e. d. d. 

3°. 11 puto P si trovi sulla conica circoscritta ad ABC ed inscritta in A'B'C. 
Per P conduciamo la tangente a questa conica e chiamiamo X, Y, Z rispettivamente 
i punti in cui questa tangente incontra i lati B'C, CA', A'B'. Basterà dimoBtrare 
ad esempio che i punti A, B, C, A', F, X sono su una stessa conica. 

Si sa che: in un quadrilatero gtmpliee circoscritto a una conica, le congiungtnlt 
i punti di contatto dei lati opposti t le diagonali concorrono in uno »Umo punto; 
dunque, ad esempio, le rette AB, CP, BT passano per uno stesso punto H. Con- 
sideriamo l'esagono ABA'CPX. I punti H = (AB,CP), Y = (BA',PX), B' = (A'C.XA) 
SODO allineati; quindi ABA'CPX è un esagono di Pascal e come tale è inscrittibile 
in una conica. Analogamente si dimostra che i gruppi di punti 

A,B,C,B'P,Y; A,B, C, C, P, Z; 
appartengono ad altre due coniche. 

4». Sia: D = (BC,B'C'). E = (AC, A'C). P = (AB, A'B'). La DEF aarà l'asse 
d'omologia dei due triangoli AKC, A'B'(y. Siano: Qi, Qi, Qi i punti d'incontro del- 
l'asse d'omologia rispettivamente con le tangenti in A,B,C alle tre coniche in 
quistione. Avremo: 

P (ABCX) A A (QiBCX) , P (BAYC) ^ B {Q,AYC) , P (CZAB) A C (Q.ZAB) . 

I punti X, Y, Z sono allineati con P dunque i tre fasci di centro P hanno egnal 
rapporto armonico, quindi avranno pure egual rapporto armonico anche i fasci di 
centri A,B,C. Segando questi tre fasci con l'asse d'omologia DEF otterremo le 
punteggiate: 

(QiFED) = (Q.PED) = {Q,FED) 

e quindi i punti Qi,Qi, Qi dovranno coincidere in un sol ponto Q e. d. d. 
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II. Sur les déreloppement dea foncUot 
du sinus et du cosinus de la varidbU {*" 
mincia collo studio delle curve rappresei 

I 86112; 

essendo e una costante reale positiva e 
caso di c^l, queirequazione rappresenl 
f[x) è olomorfa entro una di queste, è i 

r(ar) = 2. 



dove i coefficienti An sono determinabili < 
Per c^l, quell'equazione rappresenta u 
estendono all'infinito; e se la funzione f 
i due rami, è sviluppabile sotto la formn 

/■(or) = 21 An sen"a: -\ 



dove i coefficienti An, Bn sono calcolabil 

Si considera poi il caso particolare i 

inaginario 2o), applicando i risultati otte 

III. Sur les aéries ordonnées suìvant le. 
naie di Creile , 1890). 

In questa memoria si dimostra cbe e 
corona compresa fra due circonferenze n 
rette, o da rette e da archi circolari, si 
la funzione, entro l'area considerata, sia 

potenze di r • 

X — 

Dopo avere esposto un metodo per e 
terno di uno spazio compreso da rette, che 

si passa allo sviluppo di una funzione se 
fine si dà una nuova dimostrazione della 
complesse periodiche, e un'estensione di 
non è periodica. 

IV. Extraii datine lettre adressé a M 
thématiques „ 1890). 

È relativa allo sviluppo di una funzi( 
di sen (a; — a) e cos (a; — a). 

V. Sur les cottrbes parallèles à Vellip 
nioires publiés par l'Académie de Belgiqi 

Dopo avere esposte molte ed interest 
diano le loro podarie, che appartengono ali 
molte eleganti proprietà delle lemniscate 

VI. Sur les dérivées d'ordre quelconqi 
Dopo aver dato l'espressione analitica 

della funzione u = f (y), essendo y = (p [a 
nute al caso delle funzioni semplici. 

Si considera poi la funzione y = f{ui , 
la funzione implicita della x definita dal] 
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VII. Siti- le diBiloppimtnt de» fonctiona iuiplìcitt» tn iérie ('Journal de Lion- 
ville. 1881). 

Vili. Sur U dirtlopptmtnt de» fontìtont iiitplidlfi (' Journal de Lioovilie . 
1889). 

Nelift prima nota ei ilimoatra una formula per ]o avDappo in serie, ordinata 
secondo le pnteaze di x, di un» funzione ii defluita dalle equazioni: 
w = f{zì, z = t + a-tp,(*) + x^Vt (!) + ... + a*?t h]. 

Nella seconda si determina quale valore di n deve essero considerato come 
rappresentato dalla aerie data, e ai determinano la condizioni di convergenza di 

IX. Sur le décelopptmtnl des foneliona doublemfnt p/riodiquta de anondi etpice 
en sèrie IrigonomélHqiie {' Giornale de Creile . 1903). 

Applicando la teoria dei residui, l'Autore estende uno sviluppo ottenuto in un 
caso particolare da Briot e Bottqntt nella loro opera Thioiie dta fonclions elliplique». 

X. Apontniumtaa biographicos ivbie Daniel Aiigutto Da Siha {' Boletiii da 
Direc^ao Cerai de Instruci^ao Publìca ,. Lisboa. 1902). 

XI. Note tur l'integration dea /qvafion» mix déi-irées partiellea du ateond ordre. 
{'Bulletin de la Société Matbématique de Frauce, 1881). 

L'equazione a derivate parziali del secondo ordine 

Hr + 2Ka + L( + M + N {rt - .') = 

è trasformabile io un'equazione lineare quando se ne conosce un integrale primi- 
tivo particolare, con tre costanti arbitrarie; e quest'equazione si semplifica con- 
siderevolmente qnando questo integrale soddisfa a uno o a due sistemi di equazioni 
della caratteristica, ai quali Monge ed Ampère hanno ridotta il problema dell'in- 
tegrazione dell'equazione precedente, L'Autore dimostra che si ottengono i mede- 
simi risnltati ni quali conduce la teoria di AmpSre, con delle considerazioni dirette. 
XU. Diveraoa arligos aobre geometria anali/tira plana. Contiene dieci note di 
geometria analitica pubblicata dal 1S98 al 1902 in vari periodici <*Archiv der Ma- 
thematik und Phjsik „ ' EI Progreso Matematico ,, * Kevista trimestral de ma- 
tematica „ 'Matbésis,, * lutermédiaire dea mathémnticiens ,). 

XIII. Sur la conpergence dea formulea d' interpdation» de Lagrangr, Gatiaa, etc. 
(* Giornale di Creile „ 1903). 

Quando sono noti ì valori che una funzione f{x) prende per i valori ni. iT!....(Io, 
di X, la forniola d'interpolazione di Lagrange aerVe a costruire una funzione in- 
tera di X cbe abbia questi medesimi valori nei punti oi, Oi , . . . tim . Nella prima 
parte della memoria, l'Autore studia le coudiiioui perchè questa funzione tenda 
verso f(x) quando hi aumenta indefinitamente. Nella seconda parte ai studiano le 
formole d'interpolazione trigonometriche, e specialmente una forinola di Gauaa e 
un'altra di Hermite. 

Si considerano in particolare le funzioni periodiche, supponendo dapprima che 
di I d . 111... siano numeri reali arbitrari, e poscia che essi siano radici dell'e- 
quazione coH (»x) ^ 0, o Ben [nx) = 0. 

XIV. Diveraoa arligoa aobre Anahjae infinileainial. Contiene sei note di analisi 
pubblicate dal 1885 ni 1896 in varie riviste (■ Monatsbefte far Mathematik ond 
Physik ,, " Rendiconti della R. Accademia dei Lincei ,, ' N. Annalea de Hathé- 
matiqaes ,). 0- Pironiiihi. 

Giulio Lazzbri — Direttore reaponaabile 
' Finito di tUBian U «1 aprile 1*04. 



6I0BNALI CHE FANNO H CÀMBIO COL "PERIODICO DI MATEMATICA 



)} 



-*— •- 



-♦«— 



Italiftiit: 



Atti della li. Accademia di Bologna. 
Atti disila S. Accademia di Napoli. 
Atti del li. Istituto Veneto. 
Atti delV Accademia pontaniana 

(Napoli). 
Bollettino di Bibliografia e Storia 

delle Scienze matematiche (Torino). 
Oiornale di Battaglini (Napoli). 
Oiornale scientifico (Palermo). 
Il Monitore Tecnico (Milano). 
// Nuovo Cimento (Pisa). 
La Rassegna tecnica (Messina). 
La Rivista tecnica (Torino). 



La Rivista tecnica italiana (Roma). 
La Scuola Secondaria Italiana 

(Milano). 
Le arti meccaniche (Roma). 
Ueco degli Ligegneri e Periti agri-- 

mefisori (Poscia). 
Le matematiche pure ed applicate 

(Città di Castello). 
Rendiconti del Circolo matetnatico 

di Palermo. 
Rivista agricola industricde (Roms^.) 
Rivista di Matematica (Tonno). 
Rivista Marittima (Roma). 



Stranieri : 



American Journal of Mathematics (Baltimore). 

American mathematical Monthlu (Kidder). 

Annals of matematics (Cambridge-Mass). 

Bibliotheca mathematica (Leipzig). 

Bulletin de la Société mathématique de France (Paris). 

Bulletti7i de la Société phisico-mathématique de Kasan (Easan). 

Bidlettin of the American mathematical Societ'j (New- York). 

Communications de la Société Mathématique de Kharkow (Kharkow). 

Gaceta de matemàticas elementales. Viteria (Spagna). 

Intermédiaire des Mathématiciens (Pjiris). 

Jahresberichte der Deutschen mathematiker Vereinigung (Berlin). 

Jornal de scienctas mathematicas e astronomicas (Coimbra). 

Journal de mathématiques élémentaires par H. Vnibert (Paris). 

L'Education mathématique par 1. Griess et H. Vuibert (Paris). 

U Enseignement mathém., revue internai ionale par Laisant et Fehr(Paris). 

Mathematical Gazette (London). 

Maihesis (Gjnid). 

Memorias de la Sociedad gientifica Antonio Alzate (Mexico). 

Niew Archief voor wiskunde (Amsterdam). 

Nouì^elles annales (Paris). 

Proceedings of the London mathematical society. 

Revista trimestral de matemàticas (Zaragoza). 

Revue semestrielle des publications mathématiques (Amsterdam). 

The annals of mathematics (Cambridge-Massacluisset). 

77^ Proceedings and Trausactions of the Némi Seciian Insittnie of 

Science (Halifax, Nova Scotia). 
Transactions of the Texas Aeademy of Science (Anstin). 
Vèstnik òpitnoi Fìsiki i dementarnoi Matemàtichi. IsdavaemiiY. A. Gher- 

nietom. Pod radaktsiei Y. A. Zimmermana. Odessa (Russia). 
Zeitschrift fiir math. und naturws. Unterricht (Leipzig). 
Viad&mosci matematycznych (Warszawa). 



#■"" 



AHOio-GinGNO 1904- 



L'INSEGNAMENTO SECONDARIO 

Ibadato fa DITIDE BE8B0, eaallnula fa lURBUO Ll'OU 



Pkof. GIULIO LAZZERI 



Serie III — Volume I 



SOMMARIO: 

Fuci 6. — Sulle operazioni fra numeri decimali approssimati e, in par- 
ticolare, sul calcolo delle parti proporzionali nell'uso delle ordinarie 
tavole logaritmo-trigonometriche Paff. 2 

Melfi Molb V, — Sai cuioolo dalle differenze fluite (Continuaziotit e. 

fate, preeedtnte) ". , 2 

GOMBH Tbixiira F. — Nota auirnpplicBzioiie del Teorema di Fagnano ' 

&g\i archi della lumaca di Pascal e della siuusaoide , 2 

Piccole note: 

De Lonochahps G. — Nota sulla trasformazione quadratica del piano, 

del aig. Paolo Cattaneo , 2 

Risoluzioni delle quiatioui 654, 659, 661. 661 e 667 2 

Qnietioni proposto 669-676 ; ,2 

Bibliografia. -^ Papelier. Formulaire de mathémathiqiu epéci'alea. — Le- 
nairs. liithodta de réaoltitit»^ et de diacuaeiint de probièiiiea de geo- 
titetrir. — Papelier. Prèda d'Aìgìbve ti de TrigonmHelfie à l'ueage 
dea éiècea de Mathimatiqnea afiécialea. — 4tti del III Cougresso fra 
i professori di matematica delle scnola inedie italiane promosso dal - 
' I''AsB*ciazioiia Matheais., tenuto In Napoli nei giorni 14-17 aettem- 
■ bre 1903. — Guichard. Traile de géomelrie. — Mìneo Chini. Corso 
apeeialt di Matematiche con numeroaf appìicarioni ad tiao pri»ci/iat- 
tuenta dei Chimici e dei Naluraliati. (A..Vitiibbi.) — Marcolongo. Teo- 
ria matematica dello equilibrio dei corpi elastici. (T. Lkvi-Civita.J -:- 
Jengo. La Telefonia. (A, Mìrtini Zuccaqkì.) 2 

Note air inchiesta sulla fusione della geometria pinna e solidfl . . . , 2 

LIVORNO 

tipografìa di RAFFAELLO GIUSTI 




. ^ AUG 






SULLE OPEB 

FRA NUMERI DECIMAI 

e^ in .particc 

sai calcolo delle parti 

nelPaso delle ordinarie tavole 1< 



Per il calcolo delle parti proporzio 
vola logaritmo-trigonometriche non sì 
alcuna norma ben determinata, e credia 
prima edizione del nostro Trattato elei 
diano, per ciò, opportune regole pratic 
abbastanza esteso dalla questione. Si( 
date per le tavole del Caillet (**), le e 
coli nautici, siccome inoltre le consideri 
sono dedotte, possono essere note a p( 
parte della materia contenuta in queir 
richiesta da nessun programma scolas 
ripubblicandole qui, opportunamente n 

Le considerazioni sulle quali esse 
risoluzione di un problema generale r< 
meriche: comincieremo quindi, anche e 
ma, e saremo così condotti a stabilire 
l'esecuzione dei calcoli fra numeri dee 
solo serviranno allo scopo che qui ci 
essere utili nella maggior parte dei e 



(•) Ed. Giusti, Livorno, 1895. 

(**) TàbUa de* logarithmea (Ed. Lafolye. — Vannes, 
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A noi pare però che, in pratica, si debba ordinariamente presen- 
tare un altro problema, cui (secondo nei, a gran torto) non si dà 
nessuna importanza: 

3° in che maniera si deve eseguire vn determinato calcolo fra numeri 
decimali approssimati, affinchè nel risultato non compaiano cifre inu- 
tili, le quali cioè, non possono, generalmente, ensere esatte? g^j 

E per spiegare meglio la ragion d'esaere di questo prò- aiB.i'ia 
blema, daremo due esempi. g^** 

I. Si debba moltiplicare 3,21 per 213,112 e si sappia che sai 
ciascuno di questi due numeri può essere errato, per eccesso ^^i 

per difetto, di mezza unità dell'ultimo ordine. Eseguendo ^'^ 
l'operazione nel modo ordinario (e la traacriviamo completa- ****■'*'*' 
mente qui accanto, per maggior cbisrezza di quanto seguirà), sì trova 
per prodotto 684,08952; ma questo può, secondo l'ipotesi, essere affetto 
da un errore eguale a 

3,215 X 213,1125 — 3,21 X 213,112 = 1,0671675 , 

che è maggiore di una unità, quindi le cifre che nel prodotto stesso 

seguono la cifra delle unità sono inutili, perchè non danno che una 
approssimiizione certamente illusoria. 

II. Si debba dividere 72,575822 per 3,4 ed anche 
qui si sappia che ciascuno di questi due numeri può 
essere errato, per eccesso o per difetto, di mezza unità |^ 
dell'ultimo ordine. Eseguendo l'operazione nel modo yvì 
ordinario (e questa pure, per la stessa ragione, la '"^ 
trascriviamo qui accanto completamente, anche coi j^ 
successivi prodotti parziali) si trova per quoziente "ius 
21,34583; ma questo può, secondo l'ipotesi, essere af- ^ 
fette da un errore eguale a sna 

72,5708225 72,575822 „ ^,o_, 1^ 

ò,àa 3,4 

che è maggiore di 3 decimi, quindi le cifre che nel quoziente stesso 
seguono I» cifra dei decimi sono inutili, perchè non danno che una 
approssimazione certamente illusoria. 

Ili ciascuna di queste due operazioni piìi della metà del lavoro che 
si è fatto è dunque inutile; ed evidentemente, molto di più sarebbe 
il lavoro inutile che sì farebbe, se, sempre partendo da numeri appros- 
simati, si eeeguìssero coi procedimenti ordinari più operazioni succes- 
sive. Di qui ci pare quindi risultare chiaramente l'utilità e l'impor- 
tanza del nostro problema. 

Osservazione. — In alcune. delle opere a noi note questo terzo 
problema s'intende compreso nel primo; ma poi vi è risolto in parte 
-eoltanto, e ciò mediante le operazioni abbreviate, le quali, essendo 
alquanto artitiziose, non sono generalmente in uso, 

§ 2. Stabiliremo prima di tutto le seguenti convenzioni. 
.1. Il numero d'ordine delle cifre di un numero decimate ai conti 
tempre a partire dalla cifra delle unità, questa esclusa, e si prenda 
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si commetterebbe un errore che, considerando come cifra delI'uDÌtii 
l'ultima cifra rimasta, sarebbe eguale a 0,999), 

IV. Per prima cifra di un nvmero decimale si intenda la prima cifra 
significativa a sinistra, e per vlliina cifra s'intenda l'ultima cifra, ei- 
giiiticativa no, a destra. 

Dietro tale convenzione, per avere il numero delle cifre di un 
numero decimale approssimato qualunque, si prescinde dalla virgola 
e si trascurano gli zeri che precedono In prima cifra significativa, 
ma non da quelli che segnano l'ultima cifra significativa. £ anche 
questa convenzione è necessaria, perchè, se si vuole tener conto di 
tutte le cifre che non rappresentano una approssimazione illusoria, 
non si può, per ea., h 3,250 sostituire 3,25; come a 0,46996 (quando 
non si voglia tener conto della quinta cifra decimale) non si deve 
sostituire 0,47, ma 0,4700 (*). 

Ciò posto e supponendo (quando non si avverta esplicitamente il 
contralio) che nei numeri approssimati, che considereremo, l'errore 
sia soltanto quello cui d^ luogo la convenzione III del § prec, pas- 
siamo a risolvere il nostro problema, limitandoci alle prime quattro 
operazioni AeW Aritmetica. 

§ 3. Addizione. — Si trascurino le cifre che sporgono (a destra) della 
colonna successiva a quella in cui si trova l'ultima cifra dell'addendo 
meno approssimato, e si proceda nel modo ordinario, 
tralasciando nel risultato la prima cifra che si ottiene. '* ""' 

Così: dovendosi sommare i sette numeri posti 'J'^eeoi 
qui accanto, si è osservato che l'addendo meno ap- olooona 
prossimato è il sesto, la cui ultima cifra è d'ordine o'fiootn 
— 2; si sono quindi trascurate in tutti gli altri ad- 'qmi4{« 
dendi le cifre di ordine inferiore a — 3 e, siccome 
la prima colonna a destra ha per somma 16, si è 
tralasciato il 6 e alla colonna precedente si è aggiunto 2 invece di 1 
(§ 2, III). 

§ 4. II procedimento indicato si giustifica facilmente, se si fa osser- 
vare che le cifre trascurate, non possono esaere esatte, perchè dipen- 
dono tutte, cominciando dalla prima di esse, da cifre che in uno almeno 
degli addendi sono completamente sconosciute; e che può essere ine- 
satta anche l'ultima cifra del risultato, e ciò per l'errore che affetta 
l'addendo meno approssimato 

Si è poi tenuta una cifra di piìi dell'addendo meno approssimato, 
perchè la somma dell'ultima colonna a destra, per quanto ignota nella 
cifra delle unità, pub dar luogo a delle diecine (come nell'esempio), 
che si devono portare nella colonna precedente. 

Osservazione I. — II procedimento stabilito suppone che gli ad- 
dendi, escluso quello che è meno approssimato, non siano piU di dieci; 

(■) Die Xullm Dm £nri( tlnd In iitttn FaUt nlrAi iiA>ii£Hl«(iH>i;,dlce pnciBUnentaUBALTZH 
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stesso posto che essa occupa nel primo prodotto parziale, avvertendo che 
in questo l'ordine dell'ultima cifra deve essere uguale all'ordine dell'ul- 
tima cifra del moltiplicando piit l'ordine dell'ultima cifra del moltipli- 
catore {% 2, 1). j, 

Nel I es, dovendosi moltiplicare 6,83 per 57,896784, fl,83 

ai è preso per moltiplicando ii primo; poscia si sono ^^—~ 

formati ì successivi prodotti parziali dì 6,8U per 5, per «si 

7, per 8, per 9, per 6, scrivendoli come è indicato qui ^i L7 

accanto, e arrestandosi all'ultimo prodotto cos'i ottenuto, __^|we 

perchè è chiaro che il seguente (avendo lo stesso numero *'^* 

di cifre) uscirebbe tutto dalla colonna successiva a quella ") ^^^ 

in cui 8i trova l'ultima cifra (5) del primo prodotto. aiali 12 

Nel fare poi l'addizione si è seguito il procedimento ^^ 

stabilito nel § 3, e si è posta la virgola fra l'ultima e 9B|b 

la penultima cifra del risultato così ottenuto, perchè 'ssr 
l'ordine della prima cifra (5) del moltiplicatore è -|- 1, 

l'ordine dell'ultima cifra (3) de! moltiplicando e — 2, e "" 

quindi l'ordine dell'ultima cifra (5) del primo prodotto olSesme 

parziale è +1 — 2 = — 1. u.oib7« 

Nel II esempio, procedendo nello stesso modo si è ^.2 

trovato un prodotto la cui ultima cifra e la cifra delle »" 

unità, come precisamente doveva essere per quanto si - ù - |^n;a 
è osservato (a proposito dello stesso esempio) nel § 1. 

Nel III esempio i prodotti non si sono arrestati a oamts 

quello che corrisponde alla cifra 1 del moltiplicatore, 2oo«',iKa5i 

perchè il prodotto seguente (quello che corrisponde alla ''J«gHn 

cifra 7) ha, evidentemente, una cifra di piii. lee^as 

Nel IV esempio il secondo e il terzo dei prodotti ^ ""^ 
parziali sono stati spostati di tre e di due posti (invece 
che di uno solo) per gli zeri che si trovano nel moltiplicatore (*). 

§ 8. Per giustificare questo procedimento, basta far osservare che 
nell'addizione Snaie, l'addendo meno approssimato è il primo prodotto 
parziale, e che quindi (§ 4) si possono trascurare tutti quei prodotti 
parziali che escono dalla colonna successiva a quella in cui si trova 
l'ultima cifra di quel prodotto, È dunque chiaro che tutte le cifre 
del prodotto, che, seguendo il procedimento indicato, si tralasciano, 
non possono essere esatte, e che può essere inesatta anche l'ultima 
cifra del prodotto stesso. 

E pure facilmente si giustifica la scelta per moltipli- "^T^ 
catore di quello dei due fattori che ha più cifre. Infatti, mt^Sujìo 
senza entrare in considerazioni generali (che non sareb- *its^OT5b 
bei'O difficili), esaminando il primo degli esempi precedenti, u^ 
si vede che collo scambio dei due fattori (com'è indicato qui accanto) 



e si preferisi 
tasse dei mei 
lometri (*). 

OSSERVAZI 

appi'ossimazi 
di mezza uni 
dotto parziali 
quando si v< 
tutto dalla e 
prodotto par 
procedimento 
denti si avrc 

§ 9. Divi 
razione quanc 
dei due nume\ 
colU avvertenze 
così ottenuta, 
minore di 5. 
le ordinarie i 

Nel I esen 
visore ne ha 
con quattro • 

Analogann 
nuto un quo 
decimi ; come 
si è osservat 

Analogam 
cifra del quo 
perchè la se^ 

Nel IV es 
visore ne ha 
con tre cifre 

Analogam 
stata aument 

Nel VI e 
hanno lo ste: 
tre nel secon 
con sei e cor 

§ IO. Per 

far vedere e 
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PERIODICO DI HATEUATICA, S59 . 

Nel Plinio caso [Es. I. II. {*)], siccome il primo prodotto parziale 
ha l'ultima cifra dì ordine — ^-j-l (perchè la piima cifra del quo- 
ziente è di ordine zero, e l'ultima cifra del divisore è sempre di or- 
dine — A+1), basta dimostrale che quel numero, che diviso per B' 
darebbe un'altra cifra del quoziente, deve avere la sua prima cifra di 
ordine — b o — (i + l). Inflitti quella ulteriore cifra sarebbe di or- 
dine — (A-|-l) (perchè il quoziente ba ò-\-l cifre e la prima cifra è 
di ordine zero), quindi il prodotto parziale del valor relativo di questa 
cifra per B' avrebbe la sua ultima cifra di ordine 

. -(i + l)+(l-S) = -2i., 
e di quest'ordine sarebbe pure l'ultima cifra dell'accennato numero 
(dal quale quel prodotto dovrebbe essere sottratto, se si volesse con- 
tinuare ancora la divisione); ma questo numero è di & -)" 1- cifre 
(155 nel II Es.) o di A cifre (348 nel I Es.), quindi la sua prima cifra 
è di ordine 

-2b + b = -b, oppure — 26 + (è — 1) = - (6 + 1). 
Collo stesso ragionamento si dimostra che il numero dal quale de- 
riva la cifra a cui si è arrestata la divisione (117 nel II Es. e 309 
nel I Es.) ha la sua prima cifra di ordine 

— i+ 1. oppure — b, 

e che quindi questa può non derivare da nessuna cifra completamente 
sconosciuta (Es. II). 

Nel secondo caso (Es. IH), siccome il primo prodotto parziale ba 
l'ultima cifra di ordine —b (perchè la prima cifra del quoziente è 
di ordine — 1), basta dimostrare che quel numero che diviso per B' 
darebbe un'ultra cifra del quozìenle deve avere la sua prima cifra 
di ordine — (i+1) o —{b-\-2ì. Infatti quella ulteriore cifra sarebbe 
di ordine — (6 -f- 2), quindi l'ultiina cifra dell'accennato numero sa- 
rebbe dell'ordine 

-(4 + 2) + (l-i) = -(24 + l)l 

ma questo numero è di i+1 cifie (7370 nel III Es.) o di Ò cifre, 
quindi la sua prima cifra è di ordine 

— (2b + l)-{-b = — {b + l), oppure _ (2i + l)~i-6 -1) = - (i + 2). 

E come nel caso precedente, si vede subito che la prima cifra del 
numero dal quale deriva la cifra a cui si è arrestata la divisione 
(6353 nel III Es.) pu6 non derivare da nessuna cifra completamente 
sconosciuta (v. lo stesso Es. IH). 

Nel terzo caso (Es. IV e VI), siccome il dividendo ha sempre 
l'ultima cifra di ordine — fi -h 'i basta dimostrare die quel numero 
che diviso per B' darebbe un'altra cifra del quoziente, deve avere 
la sua prima cifra di ordine — a o — (a+1). Infatti (essendo I& prima 
cifra del quoziente di ordine zero ed avendo quel quoziente a-\-l cifro) 
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quella ulteriore cifra sarebbe di ordine — (a + 1). quindi l'ultima cifra 
dell'accennato numero sarebbe dell'ordine 

~(a + ]) + (l-A) = -(a + t); 
ma questo numero è di 6 + 1 cifre (102870 nel IV Es., 222650 nel 
VI Es.) o di 6 cifre, quindi la sua prima cifra e di ordine 

-(o + S) + 4 a. oppure -(a + S) + (ò-l) = -(o + 1). 

E anche qui si vede subito die la prima cifra del numero dal quale 
deriva la cifra a cui si è arrestata la divisione (223290 nel IV Es. e 
223900 nel VI) può non derivare da nessuna cifra completamente 
sconosciuta (v. ambedue gli stessi Eh. IV e VI). 

Nel quarto caso, finalmente, (Es. VeVII), la prima cifra del nu- 
mero che diviso per B' darebbe un'altra cifia del quoziente, invece 
di essere dell'ordine — a o — (a-f-l), come nel terzo caso, è dell'or- 
dine — {a -i- 1) o — (n + 2). Infatti (essendo la prima cifra. del quo- 
ziente di ordine — 1) quella ulterioie cifra sarebbe di ordine — (<i-ì-2), 
quindi l'ultima cifra dell'accennato numero sarebbe dell'ordine 

-(a + 2) + (I-6) = -{o + i + l); 
ma questo numero è, al solito, di i+l cifre (426410 nel V Es. e 
3300 nel VII Es.) o di 6 cifre, quindi la sua prima cifra è dì ordine 

-(» + J + l) + !. = -(o+l), oppure -(»4 4+l) + (»-!)=-(»+2). 
Collo stesso rfigionamento si dimostra die l'ultima cifra del quoziente 
deriva da un numero (179690 nel V Es. e 2200 nel VII Es.) la cui 
prima cifra ha per ordine — « o — (n + 1) e la penultima da un 
numero (337750 nel V Es. e 7700 nel VII Es.) la cui prima cifra ha 
per ordine — «+1 o — a; per cui anche l'ultima cifra del quoziente 
si ricava sempre dà un numero tutto incognito, ed è solo la penultima 
che si ricava da un numero la cui prima cifra può non derivare da 
nessuna cifra completamente sconosciuta (v. ambedue gli Es. V e VII). 
Ne viene che in questo quarto caso il nostro procedimento dà una 
cifra di troppo, ossia una cifra che è certamente illusoria, ma abbiamo 
preferito questo inconveniente all'altro di stabilire un procedimento 
non generale, che, per essere applicato, avrebbe sempre richiesto che 
si esaminasse se si era o no in questo caso. Questa osservazione avrà 
molta importanza in seguito (§ 18). 

Osservazione I. — Per collocare la virgola si è detto di seguite 
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opera è esatto, bìsognti tener predente la convenzione II del § 2. Cosi 
nell'VIII Es,, dove ai suppone il dividendo esatto, 
si è calcolato il quoziente con tante cifre quante ne loa [ i.t 

ha il divisore più mia; e nel IX Es., dove si suppone J?_ If"-"* 

esatto il divisore, si è calcolato il quoziente con tante es 

cifre quante ne ha il dividendo piìi una. Quest'ultimo "tu 

caso rientra nel quarto dei casi precedentemente esa- -^ 

minati, e quindi i'ultima cifra, che è stata aumentata bh 

di una unità per la solita ragione, rappresenta una ^ 

approssimazione illusoria. ^* BB8998Bei»747 

OssBBVAZioNE III. — Per la solita ragione f§ 8, 7jei' |l^«ò 
Oss. Ili), se il quoziente che si ottiene col procedi"- wSsa 
mento indicato finisce con uno o più zeri, questi non "ìt^ìb 
devono essere trascurati. Cosi: nel X e nell'XI Es, il uhbb 

quoziente finisce, rispettivamente, con uno e con due ^^ 

zeri; nel XII finirebbe con tre zeri, ma invece del- — j^ 

l'ultimo, si è posta una unità, perchè la cifra se- xi) 
guente, essendo data dal quoziente di 1040000 per i.iresam i (kbti 
131158, sarebbe maggiore di 5. Questi tre esempi as- i*8i JTaoi 
sieiiie al XIII, rientrano nei quattro casi preceden- ||j^ 

temente esaminati, e, a proposito dell'ultimo, si deve — ^ 

notare anche qui che l'ultimo zero rappresenta una xii) 
approssimazione illusoria. isti [ibii.ós 

Osservazione IV. — Si noti il caso in cui, non solo ibiisb | lumi 
sia zero l'ultimo resto parziale, ma siano eguali a zero 28^18 
anche tutte ie cifre da abbassare: anche allora si segue — ImooTi 
il procedimento generale indicato {Es. XIV e XVI). ^ 

Ed è notevole che in questo caso particolare, come jg^ laiiMiei 
in quello considerato nella Oss. prec, il ragionamento i^Tsawwa |o!d«x) 
fatto per giustificare il nostro procedimento sussiste «thihóo 
sempre (*). — SSiiS 

Osservazione V. — Corrispondentemente alla Os- 
serv. V del § 8, si noti ora che se l'ordine dell'ul- ' ^^ .^^^ 
tima cifra del quoziente deve essere maggiore di zero, «'gars ["uìss 

bisogna ricorrere a qualcuna delle convenzioni allora ■"i*" 

accennate. Così: dovendosi dividere 4865 per 0,00271, 
la parte intera del quoziente deve avere selle cifre; 
invece eseguendo la divisione col procedimento indi- 
cato si ottengono, di questo quoziente, solo le prime 
quattro cifre, che sono 1795; e allora per scrivere 
questo quoziente si scriverà 



B7Ò0O 

:v) 



1795o« 



1795 migliaia (*' 



E, se, in pratica, il dividendo rappresentasse, p. es., dei decimetri cubi, 
si potrebbe dire che il quoziente è uguale a 1795 metri cubi. 
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miti superiori inabbassabiii degli m 
spettivumente, 

per A ± B si ha 
AXB . , 

A : B „ , 

E sarà anche utile indicare con 
e deli' ultima cifra di A, e con q < 
di B; onde sarà evidentemente (§ 

(1) p = pi + a — 1 , 

Osservazione. — Dietro l'ipotcì 
rori a e 3 (ch'essi cioè derivino se 
cifra), per l'addizione e per la mo 
dicato è un nìassimo, mentre che ; 
è invece un limite superiore inabl 
se si osserva che gli errori di A € 
sia massimo, devono essere di seg 
contrario nel secondo; e che quinc 
può essere uguale a una mezza unii 
solo differirne poco finche si vuole 

§ 13. Addizione. — Sia A rad< 
numero totale degli addendi. Siccc 
trascurano le cifre che seguono qii 
di questi addendi sarà, al più, erni 
somma sarà, al più, errata di 

(n - 1) X 0. 

siccome poi si tralascia la prima e 
nel fare l'addizione, all'errore prec<; 
al più, è uguale a 0,5X10pi. Sarà 

|ji-(n-l)X0,5X 
da cui 

(2) {JL = (« X 0,05 

e questo è il massimo errore che p 
procedimento. 

In quanto a X, se tutti gli altri ai 
un valor massimo dato da (§ 12) 

(3) X = 0,5 : 

Ed ora, confrontando [i con X, s 

pt — X = (n — 1) 

solo se il numero degli addendi foss 
mezza unità dell'ultimo ordine. Per 
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per CUT, per dimostrare che ^ è minore di X, nel primo cnso, basta 
osservAre che, easendo per ipotesi A' maggiore di B', aarà 



e che, essendo B' compreso fra 1 e IO (gli estremi esclusi), sarà anche 

(7) X> 0,5X10-"; 

e nel secondo caso basta osservare che, essendo anche A' compreso 
fra 1 e 10 (gii estremi esclusi), sarà 

(8) X > ^ X 0,5 X 10-"+' , dacui X>0,5X10-fb+i). 

Se poi nel terzo e nel quarto caso il divisore (che hn più cifre del 
dividendo) fosse un numero esntto, cesia se fosse 9 = 0, sarebbe (§ 11) 
B'a 

a = 0,5 X 10-+> , onde X > g-, X 0,5 X 10—+' ; 

per cui per dimostrare che ^ ò minore di X, basta, nel terzo e quarto 
caso, osservare die, essendo sempre B' compreao fra 1 e 10 (gli 
estremi esclusi), sarà 

(9) X > 0,5 X 10- . 

Il quoto non contiene dunque nessuna cifra di meno, ma, essendo 
sempre [i minore di X, potrebbe sorgere il dubbio che ne contenesse 
di piìi, ossia che contenesse delle cifre illusorie. Per togliere questo 
dubbio basterebbe (come si disse nel § 11) far vedere che, se }i è mi- 
nore di À, non è però necessariamente |i minore di X : 10. Ora, ai vede 
facilmente che, perchè questa condizione si verifichi nei quattro casi 
considerati, deve essere rispettivamente 

(10) B'(B'— p)<A', B'(B' — pXlOA', B' — p<l, B'-p<10, 
ed è chiaro che le prime tre non si verificano necessariamente, mentre 
la quarta è vera sempre. Nel quarto caso, e in questo soltanto, ba- 
sterebbe dunque calcolare il quoziente con una cifra di meno di quelle 
stabilite, ina, per le ragioni accennate nel § 10, sì è preferito indi- 
care un procedimento che valesse per tutti i casi. 

Ed è chiaro anche qui che le precedenti conclusioni non eambiano 
se si prescinde dalla ipotesi che A e B siano ridotti alla forma À' e B'. 

OssBBVAZJONE I. — Anche qui, le ipotesi fatte per attribuire a X 
il valore pili piccolo coincidono precisamente coi casi particolari con- 
siderati nella Oss. II del § 10: la nostra conclusione sussiste dunque 
anche in questi casi particolari. 

Osservazione II. — Nel quoziente di A' per B' la prima cifra è 
di ordine o di ordine — 1, secondochè A' non è minore o è minore 
di B'; ma (§ 12) 

4- = -É^Xio^-. 
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Si ha 

= (i°?,(x,}A°¥,{a;,)— A''(p,(a;,)A*9,(a:,) ; (y) 

ora per defìnizione è 

^"^,(0^,) = A'f.ix,) + A'cF,(ir„), 

e nel minuendo dell'espressione (y) si può sostituire nno solo di tali 
valori o tutt'e due, dando luogo a dae risultati distinti. 
IO. Sostituendo nel secondo fattore del minuendo, si ha 

A'[=c{x„)9,(a:„)] = A%ix,)A'tf^{x,) + 

+A%{x,)A''f,{x,) — i°<p,(a;e)A''cp,(x,), 

e riducendo per linea: 

A' [tpiCaJoÌTiC"*»)] = A°cp,{x,)A'(p,(a;,) + à\,{x^)A'if^{x„). 
Cod pare: 

A'{ff,ix,)^,{x,)] = A'[<p,(iE.)T.(3'.)l - A'['f,{x„)<f,{x,)] = 
= A*ip,(a',)d'^,(a!i)-f A°9,(aT,)A"ipi(a;,)— 
— A°f,iXi)l^tf,{Xt) — A°cpj(x,)A"(p,(a;,) ; 
ma: 

A'cp, fa;,) = A'9, («„) + i'tp, (xj, 
A'ip, (j;,) = A'9, (a;^) + A'tp, (x„), 
quindi, sostituendo nei secondi fattori del minaendo 

A'[(p,(a;.)<p,K)] = A>,(x,)A'.F,(a;,)+ 

+à-<f,ix,)A'%ix,) —à\,(x,)A'<f,ix,)-i- 

e riducendo per linea 

A'[9,(x„):p.(x.)] = A'^,{x,)A'<f,{x,) + A»cp,(a;OA'T,K) + 
+ A'<f^{x,)A'rp^{x^) + A'ip,(j;„)a'<p.(ir.). 
Coù pure: 

= A°<p,(a;,)A'<F»(a;.) -r A>,(x,)A»<p,(a;,) + 
+ A'cF.(x,)A'cpj(x.) + A'^,ix,)A'<e,(x,) — 

— A*cpi{a:,)A'9j(XB) — A°tfJ^x,)A\^{Xa) — 

— A'cf,{iCi)A'cF,(ic„) — A'9,(a;o)A'cp,(ic„) ; 
ma 

A'<pi(ir,) = A\,{xa) + A'if ,(«e), 
A*9,(x,) = A'cF,(s,) + A'(p,(x.), 
A'¥j(Xi) = A'cf,(ir„) + A'<pj(a!j), 
A'9,(xO = A"-(.,(a.„) + A'<p.(n), 
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che è precisamente la forinola (10), la quale è co^ dimostrata per 
ogni valore di m intero e positivo, dappoiché per m = 1, 2, 3 si 
ridace alle espressioni ottenute direttamente. 

Questa forinola che potrebbe simbolicamente rappresentarsi come 
an doppio sviluppo binomiale delle A, non è simmetrica rispetto 
alle differenze dei due fattori; quindi per la legge commutativa del 
prodotto deve pure essere 
A'°[^,(ir.)tp.(3;.)] = 
=V((m-l),A'?,(^..,)A— <p.(ir„)+("«-l).A'TL(a^-,-,)A-'<p.(^.)], (11) 

e si sarebbe ottenuto tal risultato se invece che nei secondi &ttori 
del minuendo, la sostituzione fosse stata fatta nei primi. 

Se 9,(ir) = 1 

à"f,{x„) = {m~-l\à'f^(xjà''vt{x,) = A-^,(x,), 
annullandosi tutti gli altri termini. 

Se !p,(j;} ^ 1 

A-<p.(x„) = (m— l)^V>(^»-i)A°(p.(^«) = ^"^.(^o)- 
annullandosi tutti gli altri termini. 

Se qp, ^ Ep, , si ha la formola per la differenza m-esima del qua- 
drato d'una funzione, che può scriversi: 

II. Sostituendo invece nei due fattori del minuendo dell'espres- 
sione (t), si ha 

= [AV.(A) + A'tp.(a;«)] [A>,(iC,)+AV«o)] — 
— A''cF.(j;,)i'!p,(x„) = 
= A'=p,(a-„)A'tF.{x„) + A'(p,(x,)i»,^<p.) + 
+ A''(p,(x„)A'!f,(ir.) + A>.(x,)A'<p,(x,) — 
— i"(pi(j-o)A°(p,(a;(,) = 
= A'cp,(x„1 [A'T,(iro) + A"<p,(«„)] -f 
+ A>.(a-„) [i'(p,(x„)]. 
Così pure 

A' [(P.{x„):f,(x„)1 = A' [(p,(a-0"P,(3;0] — A' [T,(a:,),p,(x„)] = . 
= A'(p.{a:0 [A'qs,{x,)+A'*:p,(rc,)]4- 
+ AV,(^,) [A'cp,(x,)] - 

- A>,(a-,) [A'<p.(.r.) + A>.(^J] - 

- A°.p,(arJ [AV,(x,)] ; 
ma 

A»q,.(a",) = A>,(x„) + A'9,(a:„), 
A°qj,(a:,) = A^yifj'g) + A'(p,(a-,), 
i'?.(^i) = i'tp.W + A'<Pi(A)- 
A'¥,(x,} = A'(p,(3ro) + A'?i(^i.)i 
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e perciò, Bostìtnendo nel minuendo 

à' [<p«»,(a:.)] - [AV,W+i'f .Wl [AVW+2i'T.W+i'».Wl + 

i- [4>i(«.)+i'<f,W] [iVW+i'T.W — 
— i'T.w [i'.p,w+'i'<P.W) — 

-AV,W[i'?,(x.)]l 
e sviluppando: 
A'[<P.W!P.W] = i'»,WA'T,(it.)+2i-?,(x.)4'j,(«,)+i'<,,W4>,(a!.)+ 

+ 4',,(«-.)4'tp,Cx.) +4V,(a!.)i'„(af.) — 

— A'(fi{a:,)A'9,(a;o) — A'tp,(a;o)A°!p,{iCo) — 
— A"<p,WA'ip,(»,); 
e ridncendo 

A" [.,,«,,(«.)] - A'T.W [A"qj,(».) + 2A',.,(ir.) + A'ip,W] + 
+ 2A'qp,W [A't,W + 4'»,(x.)]+ 
+ AV».) [A't.W]- 
Messe così in chiaro le diverse leggi di formazione, si può sta- 
bilire la formola per la difièrenza m-esima, e si ha: 

i-[9,W?.(*.)] = {"•).A-»,(a!.)[(m).A-,,(a-.)+. . . 

■ ■ ■+('n).-,A'qi,W+- ■ ■ +(m).A>,(a:.)] + 

+ + 

(12) +(>»).A->,(a;.) [(m— r),4-,,(i,)+. . .+(»i-i-)._,A-?,(ir.)l + 

+ + 

_+('»LAV,W [(0).A-»,(a:.)] = 
= £(ra),A— :(.,(»•.) [(»i-r).A-T,(ir.)-|-. . .+("1— r)._^'(,,W]. 

Infatti, se si ammette per m, si ha 

A-+' [li,(«.)<P.W] = 4- [»,(X,)J,(»,)] — A-[:p,(a;.)T,W] = 

=J_(m),A— ,,(!,) [(m— r).A-T,(a:.) + . . .-Km-l-)._,AX:r,)] — 

— ì (m),A--'T,(a-.) [(m— i-),A-j,(a-.)-l-. . . +(>»— r)._,A'q),(a!,)] ; 
ma 

A'¥,(a:.) = A'cp,(3;o) + AY(a:o) ; A°(p,(a:,) = A'^,(ar.) + 4*(p,Ca:o), 

A-!p,(a;,) = A-+',f,(a:,) + 4-»,W ; A-q.,(«,) = 4-*'t,Cx.)+A-,,(x.) ; 
quindi, sostituendo nel minuendo 

ì"+'[t.WP.W1 = 2jm),[A— *'?p,(a;.)+A— 9,M] 
[rm-r),('i-+'<P.W+A-l.W) + -- ■^ ('n-^).-,(-i'*V.W+'i'<P.W)]- 
— ^ (m),A— ;p,(a-,) [(m— )-),A-5.,(x.) + . . ■ + (m— l-).-,A'ir,(a:.)] ; 
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NOTA SULL'APPLICAZIONE DEL TEOREMA DI FAGNANO 
agli archi della lumaca di Pascal e della sìnnssoide 



Quando lo sviluppo dell'arco di una curva sìa esprimibile mediante 
un integrale ellittico di seconda specie, alle proprietà degli archi di 
ellisse corrispondono evidentemente proprietà degli archi della curva 
considerata. Vogliamo vedere in quanto segue quali sono le proprietà 
che corrispondono al teorema di Fognano nel caso della lumaca di 
Fiiscal e della sinussoide. 

I. É noto che l'equazione della lumaca di Pascal, in coordinate 
polari, è 

p ^ a cosS ± h 

e che lo sviluppo dei suoi archi è dato dalla formola 

8 = (a + ?i) r y 1 - . 'V^. sen' 4 6 . rfO , 
quando k^a, o, ponendo 6^2:p, 



s = 2{a4-k)J^ yi — (q^A)« sen*cp.rfy 

ossia 

« = 2(a + A)/''Vl— jfsen'(p.rfip = 2(a + A)E{t,i)), 
per cui 

iah 
*-(a + /.)"- 
Ciò posto, applichiamo alla curva considerata la formola 

E (k, ?,) + E (i, Ti) - E i. Ti- = — ,7 J' . 

che si verifica quando fi e (pi soddisfano alla relazione 

tanoi tan vi = , , 

^ * Vi— fc* 

ed alle dì seguaglianze 

0<T, <Y. 0<(p,<-J. 

Rappresentando con V l'angolo fatto dalla tangente nel punto 
corrispondente a 9 col vettore di questo punto, notando che 

. _ rf9 a cose 4- A 

e facendo 

cosV = 



2a seiny coaip 



(a + A)yi — i» sen» i 9 (a + A)Vl ~ i' seii*<j 
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ove 1/, rappresenta l' ordinati! del punto della curva corriapondente 

a cp^cpi e Ti 1» lungliezza della tangente alla curva nello stesso punto. 
Ma d'altra parte, se rappresenta il punto della curva die coin- 
cide coll'origine delle coordinate, A il punto eh» corrisponde a x^im-r:; 
M e M' i punti die corrispondono a tp = (pi e ;p = cp,, S ed N i punti 
net quali la tangente e la normale alla curva in M incontrano l'asse 
delle ascisse, Q la proiezione di M su quest'asse ed L it punto in cui la 
perpendicolare ad MN condotta per Q incontra questa retta, abbiamo, 

arco OM = Va' + Hi' E (A, if ,) , arco OM' = Vo" + m* E (A, tp,) , 

arco OA = Va' + m" E (k, y) , 

MQ = Ti sen MSO , QL = yi sen MSO ; 

arco OM — arco AM' = QL , 



dunque, 
quando 



tangf 1 tangcps = 



F. GoHES Tbixeira. 



FIGGOLE ITOXE 



Nota saUa trasfonnazioDe qnadratlea del plano del fll^or Paolo Catta- 
neo. (*) — 1. Ho ÌDiiiciito, (**) A propoBÌto della tr&aforni anione proposta, a pag. 81 
del n. citato, dal aig. Cardoso-Lajnea, conte ai potesse applicare il principio delle 
trasversali reciproche alla coatrazione delle tangenti di aua curva trasformata col 
aiatema ch'egli Indica. Questo principio può venire applicato alla trasformazione 
del sig. Paolo Cattaneo. 

Consideriamo quindi una retta A ed un punto 0, i quali costituiscono la figura 
foudameiitale di questa traa formazione. Al pnnto P, scelto arbitrariamente, vi cor- 
risponde un punto P", ottenuto, come indica la figura, conduceodo per P la paral- 
lela a A, e, per il punto nel quale OP incontra A, la perpendicolare a queata retta A. 
Il problema che pu6 chiamarsi probltiHa dtlta tangeaU si definisce cosi, in tutti i 
metodi di trasformazione puntale; 

Data la tangente alia curva (C), descritta dal punto P della figura che ti tra- 
fforma, trovare la tangente alla curva (C), descritta dal punto P" corrispondente 
del punto P. 

2. Per risolvere questo problema, occorre considerare due panti vicini P, Q 
sn (C); i corrispondenti P', Q' su (C) e, conoscendo il limite della posizione occu- 
pata da PQ, allorché il punto Q viene a coincidere con P, trovare la posizione 
limite di P'Q'. 

Ecco come, nel caso particolare della trasformazione del aig. Paolo Cattaneo, 
pnò risolversi questo problema. 

(■) PtHedlco (lettembre'Ottabrs 1903; pig. «2). 
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tf54. Dimoi 






)t 48 

, ,105 (ot-*i)* 



F. SlBIRAI 

RitoluzJon« del tlg. fiandinl, R. U. di Pavia. 
Foninmo a.- ^^ a'sen'^, da cui ai ricnva 

dx ;= Sn'aen' 1/ eoa y dy, 
_ (.^'-xt)i 
„1 



(2) coay = - 



allora il primo membro M dell'egnaglianza propoatn diventa; 

Adoperando la notn formulft di ridazione 

r 1 >t — 1 /- 
J sen" ydy = —— sen—'y cos y H ^ J sen—'yrfy, 

troviamo 

M = 8o'j"s8n'ydy = 
= — 8a' (i sen' y cos y + i . J aen'y cob y + i . | . } sen' y eoa y + 
^ + i ■ i - J ■ i sen y eoa yH- 8n' } ■ * ■ J ■ 4 ■ y = 
= -^aenycoBy(48aen'y + 66sen'y + 70Ben'y + 105)+n'^y: 

sostituendo in questa ultima espressione con le (I), {2), (3), risalta 

48«* \ a* « a^ j 

+ «-jg-arccot ^, - 

= _ ^'^'''-^')' . (48:r»+56«tx*+ 7O„xi + 105<,')+<.' ^ are cot ^^^=^ . 

Altra rlioluzlone dal ilg. Barltien di Cottantinopoll. 

o59. Da un punto M del piano di un'ellisse di eentro 0, ai condueano le 
tangenti MP, MQ nei punti P « Q. 21 luogo dei punti M tali che il quadrilatero 
MPQO eia intcrittibile in un circolo è formato dalle diagonali del rettangolo che 
ha per mediane gli atti. Si trovi anche il luogo del centro del circolo eircoacritto 
a MPQO. 

K.-N. BiBiaiBH. 
Hitoluzlone del alg. fiandinl, R. U. di Pavia. 
1°. Sia Ms(i,y], e 

6'X' + o>Y'~<i'fr' = <1) 
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e quindi il luogo si conipons di due volte reltisHe data e diilla coppia di lette. 

3,= Xx. (7) 

i=±-^ (8) 

le quali sono le diagonali del rettangolo che ha per mediane gli asei. 

2°. Supporremo cbe le coordinata x,y di M soddisfino la (7). Il centro C del 
circolo circoscritto al quadrilatero MFOQ è il punto d'incontro delle mediatrici 
dei segmenti PQ, OM ; ora. in generale, la mediatrice di un segmento che ha per 
estremi ì due punti |a-i,yi}, (xi, ^i) ha per equazione: 

2 {xi - ar,) e + 2 (jii ~ y,| >] = xi^ — i,' + y," — y.' . (9) 

Si ha: 

M = (i,y). P = (X,,Y,), Q = (X,,Ti), O = (0,0], 

X.^-X.» + Y.-~Y,-^''"'^''"'-^''^y. (10) 

Tenendo conto delle due ultime eguaglianze del gruppo (A) e della (10), per 
la (9) le equazioni delle mediatrici di FQ e OM saranno rispettivamente: 

D [a'vi - È' ^1) = a't' ("' - 6') ^y (U) 

arg + 2y)j = ar' + !/' . (12) 

Per ottenere il luogo di C basta eliminare le x, y tra le equazioni (7), (11), (12). 
Dalle (7), (12) si ricava: 



y^'^'-rjrà' ("t 



^ = 2| + ^,, (13) ..-91Ì±^ 

D = tv + oV = 4 (È' + i'a') }f^^ . (15) 

perciò sostituendo con te (13), (14), (15) nella (11) si ottengono i luoghi di C. 

(S + ii,)' = 0, (16) 2(£ + X>i)(a'XE-fìi)= '''^''"^7_^'j;^jJ + ^'' , (17) 
e facendo uso della posizione (8), sì trova cbe la (16) rappresenta le due rette. 



e la (17) l'iperbole (che ha per asintoti le rette precedenti) 
4 (oV - bW) = a' ~ È* . 

Ooli L'ortocentro di un triangolo inscritto in vntx ipei-hoU equUaCrra è lim- 
nielrieo riapttio al antro della iperbole del quarto punto d'incontro dell'iperbole 
stessa eoi circolo circoscrìtto al triangolo. 

E.-N. BàBISIEK. 

Rltoluzion* analilica del prol. Sibirani. 

Siano A In, — |, B 6, — |, Clc, — ] i tre vertici dì un triangolo inscritto 
nell'iperbole equilatera di equazione 
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Oo4* Estendo dati due cireoti e e e' td icn punto A in un piano, ti troni 
il luogo dei centri dei circoli e" tangenti a e e tali ckt l'aste radicale di e' e e" 
passi per A. 

E.-N. Barisirn. 

Ritoluzlona del s)g. Gandini R. U. d) Pavls. 

1. RisoLUZioNB Gbokbtrica. — Siano: F, Q' i centri di due cerchi p, q tan- 
genti B e in P e Q e tali che A sia il centra radicale di p, q, e; S— (l'Q, FQ'); 
r l'asse radicale ài p, q; H = (i", FQ); B il ceptro radicnle di jt, q,c; f il cercliio 
fisso di centro A e raggio »i, dove m' è la potenza dì A rispetto a e, p, q; (*) Y >1 
cemhlo di centro B passante per P e Q; X e X' le potenze di S rispetto a 7 e f '. 

x=ab*-ih^as'-ap*+pF*=hs'-hP*+pF*=bs'-bF'+pF'=bs'-bp*=x', 

quindi la SH è l'asse radicale di y e f', ossia, S é il centro radicale di e, y, t't 
epperò si trova sali' asse radicale a dei due cerchi fissi e T' A uu punto P di e 
corrisponde nel luogo un unico punto P. Infatti, sia T l' intersezione dell'asse 
radicale di e e e' con la tangente a e in P; la normale a e in P e il dismetro 
di e' perpendicolare a TA s'incontrano in P'. Viceversa, ad un punto P' del luogo 
corrisponde un unico punto P di e. 

Ora, due punti corrispondenti conio P e P", Q e Q' sono allineati col centro 
di e; due rette corrispondenti come PQ e P'Q' si segano sulla retta fissa a. Quindi 
il luogo di P', Q' . . . È una conica omologica di e. Cousiderianio la retta all'inlì- 
nito come appartenente alla cotiiua e sia 1 la retta limile corrispondente; il punto 
R = (PQ^() e quello d'incontro di FQ* con la retta all'iufinito sono allinBati con 0; 
qnindi OR è parallela a F'Q'. La polare di R rispetto a e è perpendicolare ad OR 
cioè ad SH e passa pel polo B di P(J rispetto a e; essa è dunque la retta r. Inoltre 
la polare del punto A della i* rispetto a e passa per R ed è perpendicolare ad OA 
cioè parallela ad a; quindi essa è la retta limite (. Se > è secante, tangente 
esterna a e, cioè se A è esterno, appartiene intorno a e, la conica luogo sarà 
rispetti vamen le iperbole, parabola ellisse. Evidentemente il centra della conica 
è il punto corrispondente di A, ed uno degli assi è sulla OA. Esaminiamone alcuni 

Cali particolari. ■ — Quando A coincide con 0, allora f diventa concentrico a e, 
e quindi l'asse radicale a di e e y ('^''e é pure l'asse d'omologia) diventa la retta 
all'infinito, perciò l'omologia si trasfoiina in un'omotetia e allora il luogo diventa 
un cerchio ccincentiico a e Se A à all'infinito la retta limite >', che à la polare 
di A rispetto a e. passa per il centro d'omologia 0, quindi il luogo diventa l'asse 
d'omologia a; la retta u È l'asse radicale di e e Yì inoltre 1 degenera in una retta 
perpendicolare ad 0A„ e passante pel centro di e'; si conclude che a coincide con 
questa retta. 11 quadrato del raggio tn (reale o immaginario) di r ^ 'a potenza 
di A rispetto a e, quindi, se A ai trova sull'asse radicale di e e r', ai* sarà pure 
la potenza di A rispetto a f, e allora l'asse radicale a di e e y coinciderà con la 
polare di A rispetto a e, ossia l'asso d'omologia 11 viene a coincidere cou la retta 
limite t. In questa omologia il luogo si compone del centro e delle rette reali 
o immaginarie che proiettano da i due punti reali Immaginari d'incontro del- 
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IL BreoLuzioNE analitica. — Scegliamo per asse delle x la retta OA, « li 
perpendicolare ad OA in O per HBSe delle y. Indichiamo con >- il raggio di e e 
con (X, Y) un punto del luogo; sia inoltre A = (a, 0), e 

<(, = [x~ a)* + (jr - PC - r; = 
l'equazione di e'. Un ceicliio e" di centro (X, Y) ba per equazione: 
<fi = (jc ~ X)' + Ij, - Y)' - R* = 0. 
Affinchè e" SÌA tangente a r, à necesaai'io e sufficiente che la diatanza dù loti 
centri sia eguale alla somma o alla differenza dei loro raggi; si deve dunque aver 

Inoltre, l'asse radici 

cp,-=F, = 2(X-Bl: 

dovendo questa retta ps 

2(X-a 

Eliminando la R tm 
4 (o'— r') X'— 4i-'V'+4<i 

Questa è l'equazioni 
per altra via. La (2j fa 
docfaè \a\-^ r, cioè set 
la (2) è simmetrica rìsp 

Casi particolari. — 
rappresenta un cerchio < 
per a' e facendo poi tend 
Quando A si trova sull 
saranno eguali, cioè 

o'-r' = (o-a)'- 

06^. SUno ABC, 
ti eongianga un piatto (, 
i punti uri quali le eongii 

iulla conica eireoscritta 

RUoluzlon» d«l ilg. Q 

Sia: Al = (QA', B'C 

due triangoli ABC, A'B'I 

'Oli BA'H, ACN; quind 

nto D = (AB, CA'). A 

la <) è un esagono 

CQ.AAi) sono in 1 

~'- e tangente in Ij 

r.A'C); Ci = (< 
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QUISTIONI PROPOSTE 



669. Se due coniche aventi un fuoco comune F e per direttrici 
corrispondenti due rette d, <£ ai tagliano in quattro punti À, B, C, D, 
due delle secanti comuni passano per il punto d'incontro A&\\&d,d'. 

670. Sia AB un diametro fisso di un circolo ed M un punto varia- 
bili su di esso. Trovare i luoghi dei centri di similitudine del cerchio 
dei nove punti del triangolo MAB con ciascuno dei circoli inscrìtto 
exinscritto. 

67!- Si considerino le due iperboli le cui equazioni riferite agli 
assi sono 

h^x* — a*y* =! a%' , (H) 

tt*y' — 6'x' = ka'b' . (E!) 

Siano M, P, Q punti d'incontro di una tangente ad H' con H e con 
gli assintoti di H. Se P è il punto più vicino ad M si trovi il rap- 
porto di MQ ad MP. Si consideri in particolare il caso a = 3. 

672. Se M è un punto di uno degli assintoti di una iperbole, della 
quale i fuochi sono F e F' ed a,b sono le lunghezze dei suoi assi, 
dimostrare la relazione 

(MF^+ mF— ia')-— 4 (mF . MF^- ia-b') . 

673. È dato un circolo e e due punti P, Q. Trovare il luogo del 
baricentro dei triangoli inscritti di e e di cui due lati passano per 
P, Q. Si consideri il lato in cui P, Q sono equidistanti dal centro 
del circolo e sopra uno stesso diametro di esso. 

674. Si consideri l'asteroide, inviluppato di una retta seguente i 
cui estremi scorrono su due rette ortogonali. La podaria del centro 
dell'asteroide è una sestica unicursale di cui l'area è -q- ed il peri- 
metro è la metà di quella di una ellisse i cui semiassi hanno le 
lunghezze a e 2a. 

E. N. Barisien. 

675. Esiste un circolo ed uno solo rispetto al quale un triangolo 
dato è autoconiugato; questo circolo ha per centro l'ortocentro del 
triangolo. Si determini il raggio del circolo in funzione delle misure 
dei lati del triangolo e si cerchino altre proprietà dèi circolo stesso. 

Cardoso Laymes. 

676. Dimostrare la formula 

6n , Bt n , - 

sen ~ + sen -y- — sen y = J ^7. 

Brambilla. 
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Papelier. — Formulaire de mathématigue spécinles. Àlgebre, Trigono- 
metrìe, Geometrìe aDalitique. Parìa, Vuibert et Nouy, 1904. 
Questo libretto contiene tutt« le formale che poasono occorrere «gli studenti 
di matematiche epeciali di Francia. È stampato sopra ana pagina di eiaacan foslio, 
forse perchè lo studente possa nelU pagina bianca aggiungere le altre formule 
che non siano comprese nel formulario. 

La prima parte (algebra) contiene non solo le formule relative all'algebra, 
cioà analisi combinatoria, formula del binomio, determinanti, progressioni, serie, 
teoria delle equazioni, ma anche quelle relative agli elementi di calcolo infinite- 
simale, derivate, integrali, ei;c. 

La seconda parte contiene soltanto le formule di trigonometria piana. In questa 
parte ci sembra che sarebbe stato opportuno aggiungere il tipo dei calcoli per 
ciascuno dei casi di risoluzione dei tilangoli. 

La terza parte che è la più estesa, contiene l'ordinaria geometria analitica a 
due e tre dimensioni, 'eou speciale riguardo alle coniche e quadriche e le appli- 
caiioui del calcolo infinitesimale alla geometria. 

Leuaire. — Néthodes de résoluiion et de dìactission de proUèmes de geo- 
metrie. Paris, Vuibert et Noay, 1904. 

È un libro assai utile per avviare i giovani alla risoluzione dei problemi geome- 
trici. In dieci capitoli sono esposti i vari metodi che possono riuscire piit vantag- 
giosi nella risoluzione dei problemi, e ciascuno è reso chiaro per mezzo di molti 
esempi. Alla fine di ogni capitolo si trova una raccolta ordinata di esercizi da 
risolvere coi metodi indicati. Ecco i titoli dei vari capitoli; 

I. — Luoghi geomttrici. 

II. — llilodo d'ìntersetione dei luoghi geomttrici. 

III. — Determinazione di una reila. 

IV. — Trattazione. 

V. — Rotazione (l' parte). 

VI. — Simmehia. 

VII. — Metodo delle figure «i.nili. 
Vili. — Omotetia. 
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. Libro li. — Metntnti di analisi inflnitetimalt. 
Libro 111. — 7'eoiia dtllt equazioni Trigonoìntlriche. Contiene la trigonome- 
ttia piana, e la applicazioni alla rÌHolntions delle equazioni binomiali, e di quelle 
di 8° e 4° grado e la formala fondamentale di trigonometria sferica. 

Atti del III Congresso fra i professori di matematica delle scuole medie 
italiane promosso dairAssociazione Matbesis tenuto in Napoli nei 
giorni 14, 15, 16 e 17 settembre 1903. Torino, tipografia degli Arti- 
gianelli 1904. 
È un volarne dì pag. 121 dal quale apparisco che 89 furono gli aderenti, 4S 

i presenti dei quali circa 20 reaidenti a Napoli o dintorni. 
Furono trnttati i aeguenti temi. 
I. — Studiare le cauae del poco profitto che fanno nello atudio delle matema* 

tiche i giovani delle noatre acuola medie e proporre i metzi per ovviarvi. (Rela- 
tore Nannei). 

II. — Estenaione e limiti dell'inaegnamento della matematica in ciaacuno dei 

due gradi, inferiore e superiore, delle acuole medie (Relatore Palatini). 

ni. — Sulla convenienza di rendere non obbligatoria la laurea in matematica 

a chi vuol conseguire il diploma di magistero per le acnole medie. (Relatore 

Costanzi). 

n volume contiene anche i discorsi fatti nella seduta inaugurale e alcune 

comunicazioni dei proff. Gallncci, Candido, Angeteri, Buetelli, Fiattini, Biaai. 

GuiCHAKD. — Traile de geometrie (2^* partie). Compléments. Paris, 

Mary et C.'% 1903. 

In queatt complementi che fanno aegnito al Traile de Geometrie dello atesso 
Autore sono trattati gli argomenti che da poco sono stati introdotti nell'insegna- 
mento in Francia, cioè la proiezione ortogonale di un cerchio e i teoremi di Dan- 
delin aulle sezioni del cavo rotondo; la teoria dei vettori; le proiezioni centrali 
e la generazione delle coniche per faaci omografici. 

Oltre a qaeati argomenti l'A. ha espoato le nozioni fondamentali della geo- 
metria proiettiva e molte teorie complementari intereaaanti e«rae quella dell'inver- 
sione degli assi radicali aimili. 

Vi ai trovano pure anche interessanti problemi oramai celebri, come il circolo 
dei nuovi punti, la retta di Simaon, circolo tangente a tre circoli, sfera tangente 
a tre sfere ecc. 

Un'ultima lezione à destinata alle aree dei poligoni e volume dei poliedri, 
alla rappresentazione conforme di un poliedro sopra un piano al teorema d'Eulero 
e conaeguenze. 

MiKEO Chini. — Corso speciale di Matematidie con numerose applicazioni 
ad uso principalmente dei Chimici e dei Naturalisti. Un voi. di pa- 
gine x-259. Livorno, R. Giusti, 1904. 

È ormai generalmente noto come il meraviglioso sviluppo che in questi ultimi 
tempi ebbero la Chimica e le Scienze Naturali, rende necessaria, a chi voglia de- 
dicaiai con profitto allo studio di questi rami dello acibile, la conoscenza d'una 
parte considerevole delle Matematiche Superiori, cioè degli Elementi d'una parte 
dell'Algebra Complementare, della Geometria Analitica, del Calcolo Infiniteaimale 
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Nella Geometria AnnliticA, allo studio dai piò importanti luoghi geometrici 
{nai piano) eeguuiio esempi di fenomeni ni qnali corrispondono diagrammi dati 
Appunto dalle curve ogni volta considerate. Oltre a ciò sono esposti anche criteri 
generali per stabilire a quali curve sinno ricondotti i dingrammi relativi a date 
categorie di fenomeni. Notevoli pure sono la applicazioni della Geometria Anali- 
tica dello Spazio alla rappresentazione di Uggi relative a fenomeni nei quali si 
hanno due variabili indipendenti. 

Nel Calcalo Dìfierenzinle (v. Gap. V) è chiaramente esposta l'interpretazione 
sperimentale del concetto di derivata, come misura d'una velocità ed ingenerale 
come misura del limite del rapporto della variazione d'una funzione a quella della 
variabile indipendente. Qui l'A. si vale acconciamente anche della rappresentazione 
geometrica. Cotti pure opportuni esempi, tratti in particolnre dalla Termodinamica, 
servono ad illustrare il concetto di Diffeienziale d'una funzione. 

Lh breve esposizione della Teoria degli Errori, con la quale si chiudono gli 
Elementi di Calcolo Differenziale, oltre che contenere i cenni relativi ai criteri 
per la valutazione degli errori sperimentali, è illustrata ottimamente dall' asonipio 
fornito dalla determinazione del peso specifico d'un solido colta bilancia idrosta- 
tica. Nel Cak-olo Integrale l'A. indiva opportuni ed eleganti artifici, mercè i quali 
il lettore pub agevolmente procedere al calcolo degli integrali sì indefiniti che 
definiti, i quali piìi di frequente si presentano nelle quistioni sperimentali. In tal ' 
guisa l'A. raggiunge completamente l'intento, al quale deve essere informata una 
esposizione dei principii del. Calcolo Integrale destinata a coloro che debbono essere 
posti in grado di calcolare speditamente e nel modo piii rapido possibile anche 
integrali non del tutto semplici, girando le difGcoltii che in tali calcoli si presen- 
tano, piuttosto che affrontandole direttamente. Non mancano qui pure acconci 
•sempi ed applicazioni. Così ad ea. troviamo il calcolo del lavoro di dilatazione 
d'un gaa a temperatura costante: poi piii innanzi dallo studio dell'inversione dello 
zucchero e della dissociaziono dell'Acido iodidrico, l'A. trae due esempi di Equa- 
zioni differenziali ordinarie di primo ordine. 

Finalmente lo studio dell'Equazione difi'erenziale di 2° ordine, relativa ad un 
problema meccanico, chiude l'ottimo libro del prof. Chini. Così mi sembra che 
questo libro possa essere con somma utìlitii consultato da chi debba impartire 
l'insegnamento della Matematica agli Studenti di Chimica e di Scienze Naturali 
ed al tempo stessa possa servire di ottima guida agli studenti di tali scienze; 
poiché l'A. raggiunge splendidamente, sotto ogni rapporto, l' intento che si prefisse. 

AD0I.FO VlTBBBt. 

R. Marcolongo. — Teoria matematica dello equilibrio dei corpi dastici, 

Milano, Ulrico Hoepli, 1904. 

La varietà degli argomenti, die apparisce dall'indice di questo volumetto, in- 
voglia a esaminarlo. Si incomincia a leggere e l'interesse cresce, bene avverten- 
dosi che vieu fatto di assimilare in. modo preciso nozioni attraenti e di una in- 
discutibile importanza. 

Questa la impressione sintetica, che del libro riporterà il lettore, assai più 
eloquente di qualsiasi elogio. 

Mi si consenta soltanto di mettere in vista uno tra i molti pregi; quello, che 

voglio dire la certezza di non essere arrestati da piccoli dubbi o difficoltà di det- 
taglio, imputabili a incompleta elaborazione da parte dell'autore. 
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delle costanti elastiche di alcani corpi cristallini 
fenomeni piezo-elettrici. 

11 compito del recensore è finito; al pieno e 
dififusione del libro, come lo sarà, si paò starne j 
intelligente lettore. 



Jengo Adolfo. — La Telefonia. Con 101 
" Manuali Giusti ,. Livorno, R. Giusti, 

In questo manuale TA. si propone di esporre 
riguardanti la Telefonia procedendo, secondo l'o 
apparecchi telefonici fino alla descrizione dei mod 
vaste reti per la trasmissione telefonica a grandi 

L'egregio A., che dimostra di avere studiato e 
portante argomento, premette alla parte tecnica i 
espone brevemente quei principi di fisica general 
alla Telefonia. Data la piccola mole del libro e j 
tare l'A. non ha potuto troppo indugiarsi in qu 
questo primo capitolo, a causa appunto della tro; 
comiabile per quanto riguarda la chiarezza. Me 
quando si pensi che TA. avrebbe potuto benissiit 
gnizioni di fisica sufficienti airinterpetrazione del 

È invece condotto abbastanza bene il cap. si 
primo telefono magnetico e merita un particolare 
ticato, in questo capitolo, di rivendicare 9XVUalia\ 
del telefono magnetico. 

Nel cap. Ili TA. tratta dei telefoni a pila ed 
e nel cap. IV descrive con precisione i vari sist 
un cenno, veramente troppo breve, dell'applicazio 
telefonia senza filo. Un altro elogio va pure trìbi 
r importante applicazione del telefono come rive 
mezzo del detector magneticum del nostro Marcor 

Dopo un rapido cenno sulle pile e sugli ac 
telefoniche per venire poi a trattare di tutta la ] 
cessori e rimpianti telefonici. Nella trattazione 
sicurissimo e si rivela ingegnere tecnico provett 
il libro è destinato, è senza dubbio questa la p 
un pregio notevole del libro che sia questa la pi 
trattata. 

Nel capo IX ed ultimo TA. parla della parte 
fatta dal Van Ryaselherghe e dagli italiani Brun^ 
telegrafia sullo stesso filo, riservandosi a fare i 
sistema nella parte seconda dell'appendice: la ps 
è invece riservata all'esposizione della teoria della 
distanza. 

L'A. ha necessariamente dovuto mettere in a 
perchè per l'esposizione delle medesime, ha dovu 
zionì matematiche che non sono alla portata di 1 
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care la risposta detl'Àngeleri con la coutroreplica del Lazzeri, che si è 
impegnato di esser breve e concettoso per non tediare i lettori. 
Ecco la replica dell' Angeleri : 

Ancora sulla fusione delle due Geometrie. 

I colleghi che mi conoscono sanno quanto io mi occupi delle scuole, e 
il prof. Lazaeri, col suo ■ Periodico » e aopratutto col ' Supplemento » non 
dovrebbe et^serne ignaro. E in conseguenza di questo mio amore, viente 
per altro, indipendentemente da qualunque persona e da qualunque libro, 
che io proposi di interrogare i colleghi riguardo alla ormai famosa fusione 
delift Planimetrìa colla Stereometria, 

II prof. Lazzeri fa altrettanto ? Quantunque liel suo articolo (V. ■ Pe- 
riodico di Matematica, ■ Fase. V, lENM), egli dichiari di parlare oggetti- 
vamente, è già la Keconda volta che si occupa deìla mia povera persona 
e con una certa acrimonia che, anche senza volerlo, fa pensare esaere egli 
a corto di argomenti. 

Che non sia proprio possibile fra insegnanti di Matematica il trattarsi 
con rispetto reciproco e mantenersi nella sereniti della discussione! 

La prima volta mi sono accontentato di scrivere al sig. Lazzeri una 
lettera gentilissima in mia difesa, e speravo che ne facesse almeno un 
cenno nel numero successivo del suo « Periodico, • dove si era parlato di 
me, ma m' ingannai. Questa volta ricorro alla lealtà del Direttore. 

La quistione che io sto facendo da anni, si riduce a questo; Allo stalo 
attuale delle cose (spero che il sig. Lazzeri capirà}, ^r i giovani dì 1* Li- 
ceale è pili facile la Plammetrta o la Stereometrìa? Il prof. Lazzeri vera- 
mente non ha ancora dato una risposta esplicita a questo, ma coi suoi 
scritti viene ad asserire che l'una e l'altra presentano eguali ditficoltà. 
Io e moltissimi altri (informino il referendum e le varie adunanze, specie 
l'ultima di Bologna), ci permettiamo di credere che la Stereometria sia 
più difficile. E il sig. Lazzeri (lo prego a non tenermi il broncio) a parole 
è contrario, ma nel fatto è di questo parere. Perchè infatti nel suo • Sup- 
plemento, • non mette mai a concorso quistioni di geometria solida? 

Provi qualche volta a propome, e staremo a vedere insieme quanti 
sono i solutori. 

Io spero che Ìl sig. Lazzeri non avrà più ad occuparsi di me, ma ae 
mai lo prego, che citando i miei scritti non ometta a bella posta delle 
parole. Nel periodo: .Ma come! L'aver procurato che le figure del no- 
stro libro fossero più nitide e chiare che fosse (anche egli, una ripeti- 
zione! Orrore!) possibile etc, • dopo la parola figure, aggiunga «o/w/e come 
ho scritto io, a vedrà, caro sig. Lazzeri che tutto corre benissimo. Da 
bravo! di questi scherzi non ne faccia più. Vedi poi combinazione! Nel 
mentre il sig. Lazzeri a' impanca a maestro di bello scrivere, non pensando 
alla grave responsabilità che si assume, proprio nello stesso periodo, anzi 
nella stessa riga, dove fa osservare a me un errore di ripetizione. (Quatti 
parva mpieutia...!) egli scrive queste parole, che ìo regalo al paziente 
lettore come saggio di bello stile; < e qui due o tre frasi cortesi per la 
modesta opera nostra, delle quali lo ringrazio • . £ ciò fia suggel. 

Fh. Angeleri. 
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Dopo di che il prof. Lazzeri ha preso in esame le rettifiche al suo ar- 
ticolo fatte solennemente dal prof. Bettazzi in nome del Gomitato del- 
l' « Associazione Mathesis • (V. . BoUettino, • An. Vili, N. 6), ed ha 
osservato che esse non rettifican molto. H N. 2 riguarda principalmente 
il prof. De Amìcis, che risponderà dove e quando crederà. 

Al N. 2 d) il Bettazzi dice: • ffon inconsultamente si esclusero dalla 
Presidenza del Congresso i professori universitari, ma dopo regolare discus- 
sione in seno al Comitato direttivo ecc. • 

Ed il Lazzeri non nega ciò, ma osserva che egli disse unicataente che 
tale deliberazione sarà magari stata eccellente, ma a lui parve cattiva e 
perciò ìa qualificò inconsulta. 

Nei N. 4 e 5 il Bettazzi dice che il referendum fu rivolto sólo ai 
professori di Liceo; e allora perchè ha pubblicato il parere di persone 
che al Liceo non hanno mai insegnato? 



Infine il prof. Lazzeri desidera che sia pubblicata la seguente lettera 
del prof. Andriani, che egli ringrazia per la forma cortese della sua rispo- 
sta, tacendogli osservare solamente che nei libri del De Paolia e dì Lazzeri 
e Bassani, non si può dire che si sia fatto solo \ìa' altenìazione delle 
due geometrie, poiché spesso si fa uso di proprietà stereometriche per 
semplificare le dimostrazioni di altre proprietà planimetriche. 

Sari, 10 maggio, 1904. 
Distinto Professore, 

Mi permetta almeno quest'unica volta che pubblichi nel suo * Periodico dì 
Matematica, qualche eosa che mi riguarda in ordine alla dibattuta quistione della 
fusione della geonieti-ia piana colla solida. Veramente dopo quello ch'Ella ha scritto 
in sua difesa è ozioso scrivere ttìtio intorno allo stesso argomento. Ma avendomi 
Elln accordato l'onore dì nominarmi parecchie fiata, sento il bisogno di scagio- 
narmi subito dall'accusa fattami, cioè che io pretenda che s'insegni nelle acuoia 
solamente la mia geometria. Se male mi espressi nel referendum alla * Mathesis , 
chieggo venia. Il mio penaìeto era ed è che la fusione noo debha confondersi col- 
l'altem azione. Essa dev'essere intima, applicando quanto più è possibile il princi- 
pio di dualità. Non avendo quindi finora veduto nessun libro che tratti la fusione 
col tenere presente il principio di dualità, mi permisi di additare il mio libro come 
quello che segna il primo tentativo, bene o male, per eccitare i valorosi matema- 
tici a ribattere la via da me percorsa e raddrizzarla verso la meta cui la scienza 
aspira, e che il compianto Cremona additò. 

Se l'alternazione in geometria è un bene, io non trovo altro libro migliore del 
eoo che possa dar buon frutto alla scuola, e ae non aveasi II mio libro insegnerei 
il suo, come quello che mantiene viva l'agitazione in favore della fusione. Opino 
però che la scienza non deve arrestarsi all'alternazione, ma alla vera fusione. E 
fé voto che i piìi volenterosi studino con amare i due metodi, o meglio, j due modi 
d'interpretare la fusione; quello che propugna Lei e quello che propugno io. Non 
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